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NOUVELLE THÉORIE 



DE 



L'ACTION CAPILLAIRE. 



L'élévation de l'eau et l'abaissement du mercure dans un tube de 
verre d'un très petit diamètre sont des phénomènes très ancienne-* 
ment connus , qui se présentent, au premier aspect, comme des 
exceptions aux lois de l'Hjdrostatique, et dont on a donné pendant 
long-temps des explications quil serait inutile ,de rappeler. Les théo* 
ries qui ne sont pas fondées sur le calcul et l'observation doivent 
maintenant être bannies de la Physique , comme elles le sont de 
l'Astronomie. Lors même que la véritable cause des phén<Mnènes est 
connue, il n'y a que l'analyse mathématique qui puisse découvrir 
leur liaison réciproque, et les déduire les uns des autres, en em- 
ployant les seules données indispensables de l'expérience. Les effets , 
si nombreux et si variés, qui se rapportent à l'action capillaire^ en 
offrent l'exemple le plus remarquable; car, sans le secours de l'ana- 
lyse, ils seraient restés isolés, et Ton ne serait pas parvenu à les pré- 
voir ou à les expliquer tous avec prédsion, et encore moins k en dé^ 
terminer la grandeur, au moyen de deux données spéciales empruntées 
à l'observation. Tune relative à la matière du liquide, et l'autre dé-* 
pendante de cette matière et de celle du corps dont le coùtact donne 
naissance aux différens effets dont il s'agit. 

Quoique l'ascension d'un liquide au-dessus de son niveau soit pro-* 
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2 NOUVELLE THÉORIE 

duite par Tactioa du tube dans lequel elle a lieu^ on sait cepen- 
dant qu'elle ne dépend pas de son épaisseur^ et Jurin a fait voir 
que y pour un même liquide ^ l'ascension ou la dépression dans des 
tubes capillaires formés d'une même matière suit la raison inverse 
de leurs diamètres intérieurs. Ces deux faits importans étaient cons- 
tatés par l'expérience^ loisque Qairaut essaya , le premier ^ de rame- 
ner les phénomènes de la capillarité aux lois de l'équilibre des ' 
fluides, dont il venait de trouver les équations générales (i). Il 
considère un canal infiniment étroit, situé dans l'axe du tube, et se 
prolongeant au-dessous de son extrémité inférieure , pour se relever 
ensuite en -dehors et aboutir k la surface plane et horizontale du 
liquide; il montre que l'action du liquide sur la partie inférieui^e 
et sur les deux branches ascendantes de ce canal se détruit en par- 
tie , et qu'il ne subsiste que l'action du ménisque qui termine le li- 
quide dans l'intérieur du tube; et, selon Qairaut, cette force, jointe 
à celle qui provient de l'action directe du tube, doit faire équilibre 
au poids de la partie du canal élevée au-dessus du niveau exté- 
rieur. Cette conclusion est exacte ; mais il aurait dû ajouter que la 
seconde fottre, qu'il regardait comme la principale, était au con* 
traire insensible, et ne conserver, en conséquence, que la seule ac- 
tion du ménisque. En effet , si l'action du tube ne dépend pas de son 
épaisseur, il en faut conclure qu'elle n'émane que de sa couche inté- 
rieure, d'une épaisseur insensible, en sorte que les points du tube 
qui sont h une distance sensible du liquide n'agissent pas sur ses 
molécules, ni par conséquent sur les points du canal dont la distance 
au tube est égale à son demi-diamètre. Faute d'avoir fait cette re- 
marque et de l'avoir étendue à Faction du liquide sur lui-même , 
Qairaut a seulement ouvert la route , et n'a pas pu déduire de sorn 
analyse la loi expérimentale que Jurin avait trouvée. Mais quoique 
* 
(i) Théorie de la figure de la Terre, première partie , chapitre X. 
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DE L'ACTION CAPILLAIRE, 5 

ces idée» nous paraissait aujourd'hui très uAtoreUes, et qa'on trou*- 
yât déjà un exemple du calcul de ce geure de forces dwis !• ma*- 
nière dont Nevrton avait déterminé l'actioa des corps sur la lu* 
mière ^ il s'est néanmoins- écoulé un long intervalle de temps anrant 
que nous eussions une théorie de Faction capillaire où raêtion 
du tube et celle du liquide fussent envisagées sous ce point de vue. 
Dans cette théorie^ que Laplace a publiée en 1806 et 1807^ il 
considère Taction des molécules du tube sur celles du liquide et l'ac- 
tion mutuelle des molécules du liquide, comme des forces attractives, 
décroissantes très rapidement suivant une loi inconnue, depuis le 
contact jusqu'à une distance insensible, où elles disparaissent entièl*e- 
ment. Ces forces ont lieu en même temps que l'attraction newto- 
nienne qui suit la raison inverse du carré des distances ; mais l'effet 
de celle-ci n'est sensible que dans des masses très grandes, qui peuvent 
balancer l'action de la terre entière sur le fil-à«^lomb placé dans 
leur voisinage, ou bien encore, quand on l'oppose h une force de 
torsion très délicate, comme dans l'expérience de Gavendish pour 
mesurer l'attraction d'un globe de plomb d'une assez petite éten- 
due. Les phénomènes de la capillarité ne dépendent donc pas de 
l'attraction qui s'étend à de grandes distances, et <]u^l sera perims 
de négliger, sans aucune erreur, pour ne s'occuper que de celle 
dont la sphère d'activité est supposée tout-à-fait insensible , et qu'on 
appelle proprement Vattraction moléculaire* En partant de cette hj^ 
pothèse, Laplace obtient l'équation de la sur&ce d'un liquide dans 
son état d'équilibre , soit en considérant son action normale' sur un 
canal infiniment étroit et prolongé indéfiniment, soit d'après l'action 
tangentielle qu'il exerce sur chaque molécule superficielle; m^odes 
qui ne sont pas essentiellement différentes, et dont l'une doit con- 
duire à la différentielle de l'équation donnée par l'autre, ainsi que 
Laplace l'a fait voir à priori^ U regard^ l'angle sous lequel la surface 
intérieure du tnbé est coupée par cèliè dti liquide, comme ne dépen-- 
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4 NOUVELLE THÉORIE 

dant aaiqaexneDt que de la matière du liquide et de celle «du tube; 
en sorte que cet angle est constant et donnée dans chaque cas, 
pour tous les points du contour de la surface capillaire ; le liquide 
étant suppose homogène f aussi bien que la matière du tube. 
L'équation qui résulte de cette considération et celle qui appar* 
tient à la surface entière sont les deux équations du problème; 
elles renferment les deux constantes spéciales dont j*ai parlé tout 
à rheure; et c'est de ces deux équations que Laplace a déduit 
l'explication des différens phénomènes observés par les physi* 
ciens» 

Un ou deux ans ayant Laplace, Th, Young s'était déjà occupé de 
ces questions (i). Des idées ingénieuses l'ayaient conduit à recon- 
naître l'invariabilité de l'angle sous lequel la surface capillaire vient 
couper celle du tube, et le rapport qui existe entre l'élévation d'un 
liquide dans un tube d'un très petit diamètre et son adhésion à un 
disque formé de la même matière que le tube ; mais il s'appuyait 
sur l'identité de la surface du liquide avec celle d'une membrane 
également tendue en tous ses points; identité qui ne peut être que 
la conséquence , et non le principe , de la solution du problème. 
Lorsque le travail de Laplace eut paru. Th. Young éleva contre sa 
théorie plusieurs objections, parmi lesquelles il n'y en a que deux 
qui soient importantes : l'une , que Laplace n'a pas eu égard à l'ac- 
tion de la chaleur dans le calcul des forces moléculaires {2) , et l'autre , 
tirée de l'expérience, qui se rapporte au cas de plusieurs liquides 
superposés dans un même tube (S). J'examinerai celle-ci lorsqu'il 
sera question , dans cet ouvrage , de l'équilibre de ces liquides ; quant 
à la nécessité de tenir compte de la répulsion calorifique, il ne peut 



(i) Transactions philosophiques, année i8o5« 

(2) Supplément à la Théorie de F Action capillaire, page 75. 

(3) Supplément à t Encyclopédie britannique, article Cohésion des liquides^ 
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DE L'ACTION CAPILLAIRE, 5 

rester aucun doute à ce sujet t mais, pour cela , il^suffit de prendre 
pour l'action mutuelle de deux molécules, l'excès de l'attraction de 
leurs matières pondérables sur la répulsion de leurs quantités de 
chaleur, et de considérer, en conséquence, la fonction qui Tex- 
prime comme une quantité qui peut changer de signe dans l'éten-* 
due de ses valeurs sensibles» Mais Laplace a omis, dans ses calculs, 
une circonstance physique dont la considération était essentielle : 
je veux parler de la variation rapide de densité que le liquide 
éprouve près de sa surface libre et près de la paroi du tube, sans 
laquelle les phénomènes capillaires n'auraient pas lieu , ainsi que 
je l'ai déjà fait remarquer dans mon Mémoire sur l'équilibre des 
liquides (i). 

En effet, dans l'état d'équilibre, chaque couche infiniment mince 
d'un liquide est comprimée également sur ses deux faces par l'action 
répulsive des molécules voisines^ diminuée de leur force attractive , 
ou, ce qui est la même chose , on peut la considérer comme appuyée 
sur la partie du liquide située à'un côté , et comprimée par la partie 
située du côté opposé; et son degré de condensation est déterminé par 
la grandeur de la force comprimante. A une distance sensible de la 
superficie du liquide, cette force provient d'une couche du liquide 
adjacente à la couche infiniment mince, dont l'épaisseur est com- 
plète et partout la même, c'est-à-dire égale au rayon d activité des 
molécules fluides; et, pour cette raison, la densité intérieure du li- 
quide est aussi constante , abstraction faite dé la petite condensation 
due à la pesanteur, qui varie avec la distance a la surface supérieure. 
Mais quand cette distance est moindre que le rayon d'activité molé- 
culaire , répaisseur de la couche située au-dessus de celle que l'on 
considère est aussi plus petite que ce rayon : la force comprimante 
qui provient de cette couche supérieure décroît alors très rapide- 

* " • ■■ .111 > Il 

(i) Mémoires de PAceulémie des Sciences, tome IX , page 76 et auiyantes. 
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6 NOUVELLE THÉORIE 

ment avec la dj9tanc« k la surface , et s'évanouit entièrement à la sur-* 
facemiéme, où la couche inâniment mince n'est plus comprimée que 
par la presâton atmosphénque. Par conséquent , la condensation du 
liquide décroît de même, suivant une loi inconnue, à mesure que 
l'on s'approche de sa sur&ce libre, et sa densité est très différente à 
cette surface et à une profondeur qui excède un tant soit peu le 
rayon d'activité de ses molécules, ce qui suffit pour qu'elle soit 
égale à la densité intérieure du liquide. Or , on démontrera , dans 
le premier chapitre de cet ouvrage, que si Ton négligeait cette va- 
riation rapide de la densité dans l'épaisseur de la couche superfi- 
cielle (i), la Sur&cé capillaire demeurerait plane et horizontale, et 
il n'y aurait ni élévation ni abaissement du liquide. On fera voir de 
même k nécessité d'avoir égard à la compression variable que le 
liquide éprouve près de la paroi du tube ^ et qui s'étend jusqu'à la li- 
mite de l'action exercée par ce corps solide. 

- En ayant donc égard à ces données physiques de la question, je 
suis parveiiti à former , dans les chapitres II et III, l'équation corn* 
mune à tous les points de la surface de contact' de deux liquides 
superposés et contenus dans un tube quelconque, et l'équation parti- 
culière aûk points de son contour, ce qui comprend, comme cas 
particulier, les équations relatives à la surface libre d'un seul li- 
quide. Lear forme est la même que celle des équations de la Méca^ 
nique céleste; mais les expressions en intégrales définies des deux 

constantes spéciales qu'elles renferment sont très différentes, de sorte 

•••• — • — - . . . 

(i) Cette épaiflMir doit être de grandear finie , mais absolomeut insensible, 
d'après l'hypothèse qa'on a faite sur le peu d'étendue de la sphètfe d'activité mo* 
léculaire. Gela est confirmé par une expérience de M. Gay-Lussac. Ayant réduit un 
corps en poussière très fine, il a trouvé sa pesanteur spécifique sensiblement la 
même ayant et après cette opération; d'oii il faut conclure que l'épaisseur de la 
eouche dilatée qui termine chacune des parcelles de poussière , est insensible eu 
égard è leurs dimensions. 
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que leurs valèiirftnuiiiâriques le seraient ^alemenl si , bu tien de lei dé- 
terminer par l'expérience, on pouvait les calculer diffictenientd'apnès 
leurs expressions analytiques, ce qui exigerait que Ton bonnùt les lois 
des actions du tube sur le liquide et du liquide sur hii^mémeé On 
trouvera, dans les chapitres sîiivans, les applications de ces équations 
générales à Téquilibre des liquides dans les tubes d'un très petit 
diamètre et à d'autres questions analogues, et l'on y pourra remar^ 
quer l'usage que j'ai fait des tables elliptiques de M« Legendre, 
pour la soluttOB rigoureuse de problèmes qui n'aiiraient pu, sans ce 
secours, être résolus que par approximation. 

Depuis que cet ouvrage est écrit, j'ai eu connaissanee d'un Mé^ 
moire de M. Gauss, qui parait en ce moment sous le titre de 
Principia generaUa iheoriœ Jigurœ Jluidùrum in statu œquiUbru (i). 
Pour former les équations de cet équilibre, l'auteur a recours au 
principe des vitesses virtuelles, qu'il applique à la masse entière du 
liquide, et non pas, comme dans la Mécanique anafytique^ k un 
élément différentiel de cette masse. U trouve, de cette manière^ 
qu'une certaine intégrale sextuple, étendue à toute cette masse,, 
doit être un minimum, Dana le <:as d'un liquide homogène et in- 
compressible , il réduit d'abord cette quantité à une intégrale qua- 
druple; et en considérant spécialement le cas ou les forces appli«- 
quées au liquide sont la pesanteur et Tattraction mutuelle de ses 
molécules, dont la sphère d'activité est insensible, il réduit de nou* 
veau la quantité dont il s'agit, qui est ensuite composée de trois 
termes, savoir, le produit du poids du liquide et de l'ordonnée 
verticale de son centre de gravité , l'aire de sa surface libre multi- 
tipliée par une constante qui ne dépend que de la matière du li- 
quide, et l'aire des parois fixes contre lesquelles il s'appuie, mul- 
tipliée par une seconde constante dépendante de la matière du liquide 
■ ■ ■ ,, , ^ I , ■ Il I . ■^——1——» 

(i) Gottingue^ i83o. 
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et de celle de la partie solide du système. Par les règles connues 
du calcul des variations, on détermine la surfiioe inconnue du li-* 
quide qui rend cette somme un minimum, et, comme on sait, on 
trouve à la fois Téquation générale de cette sur&ce et l'équation 
particulière de son contour, ce qui est l'avantage caractéristique de 
la méthode que M. Gauss a suivie. Mais cet illustre gécmiètre étant 
parti des mêmes données physiques que Laplace, et n'ayant pas 
non plus considéré la variation de densité aux extrémités du li- 
quide, qu'il a regardé, au contraire, comme incompressible dans 
toutes ses parties, les objections qui s'élèvent contre la théorie de 
Laplace s'appliquent également à la sienne, qui ne difiere de l'autre 
que par la manière de former les équations d'équilibre. On peut, 
à cet égard, employer différens moyens; mais, sans craindre de 
compliquer le calcul et d'en augmenter les difficultés , il importe 
de ne négliger aucune des circonstances essentielles de la question , 
parmi lesquelles il faut compter surtout la dilatation du liquide 

* près de sa surface libre et la condensation qui peut être produite 

.par l'attraction du tube. 

La conséquence générale que Ton tirera de notre théorie, c'est 
que les phénomènes de la capillarité sont dus à l'action moléculaire , 
modifiée, non-^eidement par la courbure des surfaces, comme La- 
place lavait dit , mais aussi par l'état particulier des liquides à leurs 
extrémités. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Discussion préliminaire. 



(i). La théorie de Faction capillaire se compose de deux parties dis^ « 
tlnctes: lune est relative à la surface du liquide contenu dans un tube, 
l'autre se rapporte au contour de cette surface et à l'action du tube 3ur le 
liquide. Nous allons, dans ce premier chapitre, examiner successive- 
ment les principes que Laplace a suivis dans le supplément au livre X 
de la Mécanique céleste^ pour traiter ces deux parties de la question ; 
nous montrerons les difficultés auxquelles ils sont sujets , et en même 
temps nous ferons connaître ceux que nous nous proposons d'y subs- 
tituer, et qui seront la base de la nouvelle théorie qui fait l'objet de 
cet ouvrage* 

Ainsi, nous supposerons que les molécules du liquide sont soumises 
à une attraction mutuelle qui n'est sensible qu'à des distances insen- 
sibles, et que les points matériels du tube exercent une semblable ac- 
tion sur ces molécules. Comme dans la théorie de Laplace , nous 
ferons d'abord abstraction de la répulsion calorifique ; nous n'aurons 
point égard à la dilatation ou à la compression du liquide près de 
^ cov^surface ou près des parois du tube , c'est-à-dire que nous y re- 
garderons la densité du liquide comme étant la même que dans son 
intérieur. Enfin , pour calculer les résultantes de l'attraction molécu- 
laire, nous partagerons le volume du liquide et celui du tube en 
élémens infiniment petits , puis nous exprimerons ces forces par des 
intégrales définies relatives à ces élémens. 

(2). Soit AOB (fig. i") la surface du liquide. Par le point quel- 
conque 0, menons le plan tangent COD; appelons <» l'élément in- 
finiment petit, commun à cette surface et à ce plan; et sur ûi, eomme 
base, élevons dans l'intérieur du liquide un cylindre OE normal et 

a 
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iadéfiniment prolongé. Désignons par N^ Taction exercée par le 
liquide sar ce cylindre^ suivant sa longueur et de dehors en de- 
dans. On pourra diviser Nâ) en deux parties: Tune relative à la 
portion du liquide terminée par le plan CDD et dont le cylindre 
fait partie , l'autre correspondante au ménisque compris entre ce 
plan et la surface A06 ; et si l'on désigne la première par Ko) , et 
la seconde par fco» , on aura 

N==K=b;t, 

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que le li* 
quide sera concave ou convexe au point 0. La figure suppose que ce 
soit le premier cas qui ait lieu. 

Pour calculer K, soit M un point du cylindre OE, et M' un 
point quelconque du liquide compris dans la sphère d'activité de M. 
Appelons r la distance MM', ^ et / les perpendiculaires abaissées de 
ces deux points sur le plan COD, et a»' un élément de ce plan, qui sera la 
base d'un cylindre parallèle à OE et comprenant le point M'. Les élé- 
mens de volume qui répondent à M et M' auront pour expressions 
cêds et cà'ds'; et si l'on représente par f la densité du liquide, et 
par çr une fonction de r qui n'ait de valeurs sensibles que pour 
des valeurs insensibles de cette variable, l'action mutuelle de ces 
deux élémens pourra s'exprimer par le produit 

f^^r.(»ùsfdsds\ 

La fonction ^r ne changera pas de signe dans toute l'étendue des 
valeurs de r, puisqu'on a seulement égard à l'attraction des mo- 
lécules, et qu'on ne tient pas compte de la répulsion due k leur 
calorique ; et si on la regarde comme positive , la composante de 
la force précédente, dirigée suivant ME, s'obtiendra en multipliant 

cette force par le rapport qui est le cosinus de l'angle M'ME. 

Représentons par u la projection de r sur le plan CX)D, et par 9 
langïe que cette projection fait avec une droite fixe, menée par le 
point dans ce même plan. On pourra prendre 

a' =: ududs^ ; 
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on aura en outre 

r* = M' 4- (s' — sy ; 

et la valeur de Ka> s'obtiendra par des intégrations rdatives a u, u, 
s'y s. Celle qui répond à l'angle i^ aura pour limites i^=o et vz=z2T, 
en désignant par ^ le rapport de la circonférence au diamètre ; elle 
s'effectuera immédiatement ; et si Ton supprime le facteur câ , on 
aura 

K = ^"^ffffpr ^^ ududs'ds. 

Soit 0' un point de OE, tel que l'on ait MO = MO'. Par ce 
points menons un plan C'OD' parallèle à COD. Il est évident que 
l'action du liquide compris entre ces deux plans , sur le point M , 
se réduira à zéro, à cause que Ton n'a point égard à la variation 
rapide de sa densité dans la coucbe qui le termine. Si donc on fait 

on pourra faire commencer à zéro l'intégrale relative à la nouvelle 
variable x ^ aussi bien que les intégrales relatives ii u et k s. On 
aura d'ailleurs 

r» = tt' -f- (jc -H j)* ; 

en sorte que pour toute valeur sensible de Tune des variables po- 
sitives u^ Xj s y\^ variable r aura aussi une valeur sensible , et fr 
sera nulle ; on pourra donc étendre ces intégrales jusqu'à l'infini , et 
écrire 

>«X y>« CO ^ QO ^ I jp 

K = a^rp* 111^^ tidudxds. 

Soit maintenant 

j = M2 , X = ujTy ds = udz , dx = udj ; 

les limites relatives aux nouvelles variables z et^ seront encore séro 
et l'infini ^ et nous aurons 

a.. 
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Si donc nous substituons r à la variable u^ et que nous prenions, 
en conséquence, 

r j dr 

u = =■ , du = 



les limites relatives à r seront aussi r= o et r=: oo , et il en résultera 

K = 27rf^q j i^çrdr , 
en faisant, poi;ir abréger, 

(J'+Z)djrdz 



Mais on a 



[i+Cr + x)^]T 






[i+Cj^ + ^r]* ''(i+J^)*' 



on aura donc enfin 

(3). Calculions de même la valeur de /x. Pour cela, je partage le 
ménisque en cyiindres perpendiculaires au plan tangent COD, qui 
aient pour bases les élémens infiniment petits de ce plan, et se termi- 
nent à la surface AOB. Soit M^O' (fïg. 2) Tun de ces cylindres. Dési- 
gnons par ù»' ^sa base, et par Ç sa hauteur; en sorte que c»^Ç soit son 
volume. Four quil agisse sur le cylindre OE, il faudra que la dis- 
tance OM' soit très petite , et , par conséquent , que l'ordonnée Ç de 
la surface soit très petite du second ordre ; on pourra alors , sans er- 
reur sensible, regarder tous les points de M^O' comme exerçant des 
actions égales et parallèles sur le point quelconque M de OE , et 

prendre 

f^(fr.eù'^cûds, 

pour Faction totale de M'CK, sur l'élément ù^ds qui répond à ce point; 
les distances MO et MM' étant représentées par s et r, comme précé- 
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demment. Cette force, étant dirigée de M vers M', sa eamposaote sui- 
vant ME sera négative, et s'obtiendra en multipliant cette force par 

— >-. Si Ton appelle u la distance OlVPy et 9 l'angle qu'elle fait avec tine 

droite fixe, menée par le point dans le plan tangenC', on aura 

et l'on en conclura 

> /* = - r'f^f^fl'^r '^ dudsd^. 

Soient >f et )f' les deux coordonnées de M' relatives à des axes 
rectangulaires, menés par le point dans le plan COD, de sorte 
qu'on ait. 

}|=s usiner, n'ssi^cosp. 

La valeur de Ç sera donnée en fonction de ^ et / par l'équation de la 
surface du liquide; on pourra la développer en série très conver- 
gente p suivant les puissances et les produits de x et n' ; et comme 

Kf ^9 T^i s'évanouissent en même temps que ces deux variables, 

on aura 

Ç==Q>i*-t.QV-f.Q'W, 

en négligeant les termes du troisième ordre, et désignant par Q, Q', Q'', 
des coeificiehs indépendans de )i et n'. Je substitue ces valeurs de 
Ç, >f, V, dans celle de f6, et j'effectue l'intégration relative à i^; 
il vient 

;t = -H(Q + Q'), 

en faisant, pour abréger. 

On réduira cette intégrale double à une intégrale simple, en fai- 
sant d'abord 

s = tu^, ds = udx , 
et^ ensuite 
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r . dr 

u = J S.J du xs: 



ce qui donne 
c'est-à-dire 



H = j7rf''f^r^(prdr. ' (2) 



Prenons pour axes des coordonnées n et m' les tangentes aux sec- 
tions normales de plus grande et de moindre courbure , de la sur- 
face du liquide au point 0. En désignant par X et A' les. rayons de 
ces deux courbures principales, nous aurons 

1 = ^ = 30 l = ^ = aO'- 
au moyen de quoi la valeur de /» sera 

(4)^ Les quantités R et ft étant ainsi déterminées , et la surface 
du liquide ayant été supposée concave au point 0^ on aura 

N = K_iH(i+0, (3) 

formule dans laquelle on regardera A et X' comme des quantités po- 
sitives. Pour rétendre au cas de la surface convexe, il suffira d'y 
changer les signes de A et A'; et, généralement, on y considérera 
chacune de ces deux quantités comme positive ou comme négative, 
selon que la ligne de courbure k laquelle elle répond tournera sa 
concavité en-'dehors ou en-dedans du liquide. 

Les expressions des coefficiens K et H que cette formule renferme 
s'accordent avec celles que Laplace a trouvées, sous une autre forme, 
pourries mêmes quantités. En effet, on suppose, dans la Mécanique 
céleste j 

f^rdr sa c — ITr, frflrdr = c/ -^ 4''* 
les intégrales commençant avec r, c et c' étant leurs valeurs quand ra 
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une graiideur sensiUe , Ilr et 4^* désignant des fonctions qui s'éva- 
nouissent pour toute valeur sensible de r. D'après cela , Qn a 

en rétablissant la densité f que Laplace a prise pour unité ^ et la 
liuHte h étant une quantité de grandeur sensible ^ qu'on pourra , si 
l'on yeut^ remplacer par l'infini • Or, si l'on intègre par partie, il 
vient 

H=: ^p*A*4A— îrp^r^r^^dr==:7rp^f^r^nrdr; 
intégrant de nouveau, on a 

ce qui coïncide avec les formules (i) et (a) , en prenant â=;= oo . 

(5). Lorsque la surface du liquide sera connue, et que les valeurs 
des constantes K et H, dépendantes de sa nature, seront données, la 
formule (5) fera connaître l'action qu'il exerce sur un filet cylindrique, 
normal à cette surface au point oii il la rencontre. Si, par exemple, 
la surface du liquide était celle de Taire mininui, on aurait 

- + 7 = o, 

et l'action dont il s'agit serait constante et la même que dans le cas 
d'une surface plane. 

Réciproquement, on conclura de cette expression de N l'équation 
de la surface libre d'un liquide homogène soumis à l'attraction mu-^ 
tuelle de ses molécules et à d autres forces données, telles que la pe* 
santeur. En effet, l'action de ce liquide sur tous les points sensible* 
ment éloignés de la surface étant égale en tous sens et se détruisant 
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par cousëquent, Ne» exprimera encore cette action sur le filet OE (ég. 3), 
normal au point quelconque , lors même qu'il cessera d'être droit a 
une profondeur sensible^ pourvu que la section perpendiculaire à sa 
longueur ne yarie pas^ et soit toujours égale à a». Supposons donc que 
ce filet curviligne vienne aboutir en un point fixe L de la surÊice du 
liquide, et qu'il soit aussi normal en ce point. Désignons par l et P 
les valeurs de X et X' relatives à ce point L. Les actions du liquide 
sur le filet OEL seront Nâ) au point 0, et N'a» an point L , en appelant 
N' ce que devient N quand on y met / et If, au lieu de X et A'. Si donc 
la pression extérieure est nulle ou la même aux deux points et L , 
et si l'on suppose que la pesanteur soit la seule force donnée qui 
agisse sur le liquide, il faudra, pour l'équilibre du filet OEL, que 
l'excès de N'a» sur Nâ> soit balancé par la différence des actions 
exercées par la pesanteur sur les deux branches de ce filet, sui* 
vaut leurs longueurs. En appelant donc A cette différence, il fau- 
dra qu'on ait 

N'û> — N» = A. 

Or, si l'on représente par g la pesanteur, par z l'ordonnée verticale 
d'un point quelconcpe du filet, et par ds l'élément de sa longueur, 
gpœds sera le poids de la masse correspondante à cet élément , et 
gpcùdz sa composante suivant la longueur du filet ; d'où l'on con- 
clura 

A == gpcùz , 

en prenant le point L pour origine des coordonnées , et comptant 
les z positives au-dessus du plan horizontal passant par ce point ; 
et si l'on substitue cette valeur de à et celles de N et N' dans l'équa- 
tion d'équilibre, il en résultera 

iH(iH-^)-iH(lH-i)+gfz«o, (4) 

pour l'équation de la surface du liquide qu'il s'agissait d'obtenir. 

(6). Les points et L peuvent être des points de la surface du 
liquide situés en-dehors ou en-dedans du tube. Le raisonnement qui 
nous a conduit à l'çquation (4) subsistera toujours, pourvu que le 
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filet 0£L ne soit pas interrompu par Is tube |. et il suffira ponr cela 
de le faire passer au-dessous de Textronàité inférieure du tube lorsque 
Tiiu des deux points sera en-dedans et Fautre en-deboi^. Si le point L 
est en-dehors y à .une distance du tube assez grande pour que la sur- 
face du liquide y soit $ensihl0nient%plane et horizontale, oh aura 

' * / =î= 00', f =? 00, *' 0^ 

et Téquation précédente fera connaître l'élëvation ou l'abaissement de 
chaque point de la surface capillaire, au-des$us ou au-dessous du 
niveau extérieur du liquide. 

Cela étant, supposons que Iç tube soit formé d'une matière homo* 
gène, et que $a surface intériefire soit celle dun cylindre à base cir- 
culaire et qui ait son axe vertical; il est évident que, dans ce cas, la 
surface capillaire ne pourra être qu'une surface de révolution , dont 
l'axe de figure sera celui ,du tube. Au point situé sur cet a%e, les 
deux rajons A et Pi' seront égaux et de mémcf signe; En désignant 
par b leur grandeur absolue , 01^ aura donc 

selon que le liquide sera concave ou convexe ; et si^ l'on représente 
par h la valeur de z relative au point dont il s'agit, et qu'oQ supprime 
les termes de l'équation (4) qui dépendent de / et 2", on aura 

pour déterminer l'élévation ou rabaissement du centre de la surface 
capillaire. 

En ayant égard à la formule (a), on tire de là 



^^^^éC'*^'^^ 



et comme ^r est constamment positive, à cause que l'on a seule- 
ment ^gard à l'attractioci des^ molécules, il s'ensuit que l'ordoniiée h 
sera positive ou négative , et, par conséquent,, que le liquide s'élè- 
vera ou s'abaissera di^ns le tube , sdon qu'il y sera terminé par une 
surface concave pu conrvexe; ce qui serait, en effet, conforme à 
l'expérience. Mais , dans la supposition de ^r positivé pour toutes 

5 

/ 
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les TaleoTs de r, uod -^seulement H, mais aussi K, serait positif j 
or, OR va voir que la force K doit au contraire être négative, pour 
faire équilibre à la pression extérieure; ce qui suffira pour rendre 
inadmissible l'hypothèse de (pr conataiiiment positive. 

(7). Par un point 0, (fig. 4) appartenant au filet normal OE, et 
situé à une distance quelconque du point , menons un plan 
C,0|D, parallèle au plan tangent COD. L'action du liquide compris 
entre ces deux plans, sur la partie 00( de ÔE, sera évidemment 
nulle, puisqu'on y suppose la densité constante. Nous appellerons 
K,^ l'action sur 00, de l'autre portion du liquide terminée par le 
plan C,0,D, , laquelle action sera dirigée suivant 0,E, et s'ajoutera à 
l'action du ménisque qu'on a désignée précédemment par fe. Celle 
de la pesanteu^, Ou le poids de 00^ décoinposé suivant sa longueur, 
aura gp»^ pour valeur, en appelant et la perpendiculaire abaissée 
de sur lé plan horizontal passant par 0,, ou la différence de 
niveau de ces deux points. Enfin ,*- en appelant n la pression exté- 
rieure rapportée à l'unité de surface, qui sera, si Ton veut, la pres- 
sion atmosphérique, il y aura encore la force FIo) qui agira sur 00| 
dans le sens des forces précédentes. Pour l'équilibre de cette partie 
du filet OE, il faudra donc que la somme de toutes ces forces soit 
égale à zéro , ou qu'on ait 

K, + /^ + gpa 4. n = o , (6) 

en supprimant le facteur commun <y. 

Observons d ailleurs qu'on a K, = K. En effet, soit M un point 
appartenant à 00,, M, an point situé de l'autre côté du plan 0,0 ,D,, 
s^ et a: leurs distances k ce plan, r^ la distance MM^-, ù sa projection, 
sur ce même plan ; nous aurons 

Le cosinus de l'angle EMM, sera ^^-iii . le volume d'un anneau cicr 

culaire dont tous les points agissent également sur le point Bl^ aura 
pour expression 7/jriuluda: , et celui de l'étémeat de 00| qui té^ 
pond à t/L, étant cêd^^ , <)n eo conclu4*ay sans difficulté, : 

» ^'IQD y*CQ A'CO- 'X -+ /• ■ • ^ ' '* ' ^ " * 
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eafinppofiant q«e 00, ait nue grandeur sensible, on du-monis plu» 
grande que le rayoar d'activité moléeulaire , ce qui a pei^nm d'ëlendve 
jusqu'à l'infini l'intégrale relative à f,. Or, en y employant les lettres 
X et r, au lieu de ^ , et r, , cette expression coïneide avec IHine de celles 
que l'on à trouvées pour K dans le n^ 2. 

Mettant donc 'K à la place de K, , et pour fc sa valeur dans l'équa^ 
tion d'équilibre de 00,, on. aura 

K = _n-gf. + iH(i+;,); 

ce qui montre que K sera généralement une quantité négative, dépen- 
dante principalement de la pression extérieure et de l'enfoncement 
du. point 0,, auquel elle répond. Si la surface du liquide est plane, 
et que le point 0, n'en soit éloigné que d'une distance insensible , K 
sera simplement égal et contraire à la pression IT , et nul quand le li- 
quide sera placé dans le vide. 

D'après la manière dont Laplace a formé les équations (4) et (5) , 
il n'a pas eu besoin de considérer la quantité K qui n'y est pas com-* 
prise, ni de s'occuper de sa relation avec la pression extérieure; mais, 
suivant ses principes,^ cette quantité serait positive et extrêmement 
grande par rapport i H, ainsi qu'il le dit lui -même en plusieurs 
endroits, et comme/ cela résulterait effectivement des formules (1) 
et (2). Pour que l'intégrale représentée par K puisse être négative, 
et que cependant l'intégrale que H représente reste positive , con- 
formément à l'expérience, il est indispensable d'avoir égard à l'at- 
traction des molécules et à leur répulsion caloinfique ; on regardera 
alors, dans les formules (i) et (2), la quantité p*^r comme exprimant 
l'excès de la force attractive «ur la force répukit^t , et f r comme étant 
positive à toutes les distances r où la première force l'emporte sur 
la seconde , et négative k . tôuteis les distances où c'est la seconde 
qui surpasse la première (*) ; maïs nous allons faire voir que 
cette considération serait encore insuffisante, et que dans la théorie 



{*) Nous de^«as dite q«e cette aiodîBeitîoii k sa théorie a été îndiqvée |>ar TAii- 
teur dans uoe note qui fait partie du Bulletin de la Société Pkilomatique, an- 
née 1819, page 12a. 

5.. 
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de Laplace, ainsi moUifiëe, la quântîle H^ d'au dépend' l'élévation 
ou l'abaissement du liquide , n'en devrait pas moins être nulle -ou 
insensible. 

(8). Supposons que le filet OE, normal à la surface du liquide, ne 
soit plus cjlindnque , et que l'aire de la section perpendiculaire à 
sa longueur varie d'un point à un autre , quoiqu'elle soit toujours 
infiniment petite. La distance OM étant insensible et représentée par s, 
et 0» désignant toujours l'élément de la surface du liquide au point 0, 
on poun^a représenter Taire de la section au point M par û) (t + ^s) , 
en négligeant les puissances de s supérieures à la première , et dési- 
gnant par k un coefficient indépendant de cette variable. Si nous re- 
gardons aussi la longueur de 00. comme insensible, l'expression 
^(i -^ ks) aura lieu dans.,toute cette longueur, et nous pourrons 
partager le filet 00, en deux auti^es, l'un ayant une section cons- 
tante et égale à ûi, et l'autre une section variable et exprimée par 
Ci'ks. Soiept lJ<»k et \cûk les actions normales à la surface du li* 
quide, et dirigées de dehors en^edans, qui seront exercées sur la 
seconde partie de 00, , par le liquide que termine le plan C,0,D,* et 
par le liquide compris entre "ce plan et le plan tangent ÇOD. Obser- 
vons que l'action du ménisque renfermé entre COD et ÂOB, sur cette 
partie de 00, « est du même ordre que les quantités qu'on a négligées 
en calculant l'action /jlcû de ce ménisque sur la partie cylindrique de 00, , 
en sorte que /au) exprimera encore l'action du ménisque sur le filet 
non cylindrique. Le poids de 00, n'aura pas non plus changé sensi- 
blement, et la pression extérieure qui a lieu à son extrémité 0, sera 
toujours nu\ Pour l'équilibre de'OO,, il faudra donc qu'où ait 

K. -h fi -H pg<t -h n + UA: 4- VA = o ; 

K, et fget étant les mêmes quantités que dans le numéro précédent. 
Or, l'équilibre devant exister, soit qu'il s'agisse d'un filet cylin- 
drique, ou soit que Ton considère un filet dont la section vari<^, il 
est nécessaire que cette équation ait lieu en même temps que Inéqua- 
tion (6), qui se rapportait an filet cylindrique. En retranchant Tuiic 
de l'autre, et supprimant le facteur commun A:^ on aura donc 

U-|.V=;=o. 
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Si l'on désigoe par s^ !a distance HO. et par Ha^icmgaeu^ de 00, , 
et que l'on consenre toutes les autres notations du numéro précédent, 
on aura j=sZ — s^ , et l'expression de U sera -x. ' 

r, étant toujours donné par l'équation 

r/ = M* + (x 4- j,)». '^ 

Soit aussi s' la distance d'un point quelconque du liquide au 
plan COD, r' sa distance au point M, et tt la projection /le r sur 
ce plan ^. ^n. ^sorte qu'on ait^ , 

et que lè cosinus de l'angle que fait r' avec ME ait pouç^ valeur 
— -j — } nous aurons 

r 

V = a*f r* f r'(pr' ^^^=^ Tidudsds'. 

J o J oj o r 

Ici l'on ne .peut pas [étendre jusqu'à Tinfîni les intégrales relatives à 
s et s^, lors làéine qiie i aurait une grandeur sensible ^ parce que r^ 
n'a pas une valeur sensible pour toute valeur semblable de s' ou de s, 
mais seulement pour une pareille valeur de leur différence. 

En ayant égard à ce que K, représente , la valeur de U pourra 



s'jécrire ainsi : 



U = ZK. — ^rf^f^f^^^^ ÇfL±iilii ududxds,. 
Je fais d'abord 

s,^;MUjr f a: = uz, ds^ ss: lufy , dx =; udz , 
et ensuite . . 

il en résultera 

11=; /K.— !i^f'qf\,*ipr,dr, , 

en faisant, pour abréger , 
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A cause de 



nous aurons 



Ï--4J0 (i + ^T~"8' 



*4;t d'après la formule (a), la valeur préce'dente de U deviendra . 

U = /K, — H. 

L'intégrale triple que V représente se réduit également à des inté- 
grales simples ; mais cette transformation exige une attention parti- 
culière, et nous allons l'eifectuer en détail dans le numéro suivant. 

(9). On a identiquement 

d'où il résulte 

et la première de ces deux intégrales s'évanouit^ coauHe étant com- 
. posée d'élémens qui sont deux à deux égaux et de signes con- 
traires. 

Je désigne par v une variable positive ^ et je fais successivement 

et dans les deux cas 

f'» s= tt» + i^. 

En partageant la dernière intégrale en* deux partFes, dont l'une ré- 
ponde aux valeurs de s^ plus grandes que s, et l'autre aux valeurs de s 
plus grandes que s\ nous aurons 

ou, ce qui est la même cbase, ^ >. 
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Soit maintenant 

rintégrale étant prise de nianière qu elle s'évanouisse avec /, c étant 
une constante qui représente ce que cette intégrale devient pour une 
valeur sensible de r^^ et <br^ une fonction qui devient insensible pour 
toute valeur sensible de* cette variable ; on aura 

et, par conséquent, 

en désignant par r la valeur de / qui répond ^ (^ as / — ^ , en sorte 
qu'on ait , 

Au moyen de cette transformation, l'expression de V devient 
d'abord 

Soit encore 

les intégrales commençant avecV, b^t a désignant leurs valeurs re- 
latives à /= QD , *y et ^'V étant des fonctions qui s'évanouissent 
pour toute valeur dq^ r^ plus grande que le rayon d'activité molécu- 
laire ; nous aurons 

et ensuitOv. 

f^'^'^'i^P^ a - n/\l — s). 
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Il enArésultera donc 

ou , ce qui est la même chose, 

en mettant Z — ^ et — ds, au lieu de s etds.Ea intégrant par partie, 
et observant que 

il vient 

Si Ton suppose / plus grand que le rayon d'activité moléculaire , il 
faudra supprimer le terme compris hors du signe /^ et la valeur pré- 
cédente de V s^ réduira à 

^ V = 27ff*'(2r s^'sds — ai\ 

J^intègre encore deux fois de suite par partie , et , & cause de^ 

-^ = — J«^,^ —z=z^(ps, *7=r:0, */ = 0, 

on trouve 

^f^si^'sds = if'^s^(psds=p i/ V<pn£r, 

en employant la lettre r au lieu et s sous le isigne /, et étendant 
'intégrale jusqu'à r ^s oo , ce qui esrt permis, puisque fr est insensible 
à la limite r ss i et au-delà. On trouvera de même 

x»oo I /• * ' 

a = / *Vrfi' = 3 / r^^rdry . 
on aura ^onc 
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expression qui est la même chose que 

V=aH — /K, 

en rertu des formules (i) et (2). 

(10). Je substitue cette valeur de Y et celle de U dans rëquatîon 
UH- V = o; en observant qu,e K = K,, elle se réduit à H = o : 
ce coefficient H serait donc nul , ou de l'ordre des quantités tout-à- 
fait insensibles qu'on a négligées dans les calculs précédons ; ce qu'il 
s'agissait de démontrer. Cest aussi ce que j'avais déjà prouvé d une ma- 
nière différente dans le Mémoire cité au commencement de cet ouvrage, 
où j'exprimais les actions des différentes parties du liquide par des 
sommes 2 non réduites à des intégrales. Il s'ensuivrait que la surface 
d'un liquide contenu dans un tube capillaire resterait borisontale , et 
que le liquide ne s'élèverait ni ne s'abaisserait au-dessus ou au- 
dessous de son niveau extérieur; mais ce résultat tient à ce que 
nous n'avons pas eu égard à la dilatation du liquide qui a lieu près 
dé sa surface; et quoique la loi de sa densité dans l'épaisseur de la 
couche superficielle dépende de celle de l'action moléculaire , et ne 
puisse pas être déterminée, nous ferons voir néanmoins, dans la suite 
de cet ouvrage, que d'après cette variation rapide de densité , l'action 
du liquide sur \e filet 00, ne diffère pas sensiblement , soit qu'on le 
suppose cylindrique ou qu'il ne le soit pas. L'équation d'équilibre de 
00, est identiquement la même dans les deux ca$, et ne peut plus 
servir qu'à déterminer la valeur de K,. 

Il n'est pas inutile de remarquer que la valeur de Y dont nous avons 
fait usage, se déduit de celle de U que l'on obtient, comme on l'a vu , 
beaucoup plus simplement. En effet, puisqu'on ne tient pas compte de 
la variation de densité du liquide, ces valeurs sont les mêmes que si 
00, était pris dans son intérieur, et que le liquide s'étendit indéfiniment 
au-delà de la surface AOB. Dans cette hypothèse, désignons par F l'ac- 
tion du liquide terminé par le plan tangent COD sur le filet normal et 
extérieur 00,, par F, l'action exercée en sens contraire sur ce filet par 
le liquide, également indéfini, que termine le plan C,0,D| , et par 
Ykc», comme précédemment , l'action du liquide compris entre ces 
deux plans, sur ce même filet 00, et dans le même sens que F^. Fai- 
sons abstraction de la pesanteut, ou, autrement dit, supposons 00^ 

4 
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horizontal ; ponr Téquilibre de cette partie iatérieure du liquide , il 
faudra qu'on ait 

F. ^- \km = F. 

D'après ce qu'on a vu précédemment (n* 8), et à cause de K. t=Ky la 
valeur complète de F. sera 

F, = Kû?+(flK — H)Aa>. 

Si l'on appelle tâ^ la section de OOt qui répond an point 0, , il est 
érident que la valeur de F se déduira de celle de F, ^ en y mettant 
â», et —«A: au lieu de c» et Âr^ en sorte que l'on aura 

F =K«. — (/K— H)A«.. 

Je substitue ces deux valeurs dan^ l'équation précédente; il en résulte 

VJta^ = (H — ZK)Ar(ai. + »)+K(ai, — «)j 

et, à cause de ûig =r «#(i + Ik), on aura 

V = 2H — /K , 

en négligeant Z*K et ZH; quantités qui dépendent, d'après les for-* 
mules (i) et (2), d'un même nombre de facteurs de grandeur in$en* 
sible. Ce résultat servirait, au besoin, à confirmer l'analyse du nu- 
méro précédent , qui nous a conduit à la même valeur de Y. 

(11). Non-seulement il faut avoir égard à la variation rapide de 
densité des liquides près de leurs surfaces, pour expliquer les phé- 
nomènes capillaires, sans laquelle ils n'auraient pas lieu, mais, quel- 
que peu compressible que ron suppose un liquide, il faudra encore 
tenir compte, dans le calcul des pressions intérieures, des très. pe<* 
tites condensations qu'il éprouve en vertu de son poids et de la 
pression extérieure, et aussi des variations de chaleur dont ees con- 
densations sont accompagnées , à température égale. 

Soit, en effet, M un point isitué dans l'intérieur d'up: liquide pe* 
3ant. Par ce^ point, menons un plan qui divise le liquide en deux 
parties, que nous appellerons A et fi; élevons dans B un cylindre 
C perpendiculaire à ce pla^, dont la base comprenne le point M et 
soit représentée par co ; prenons les ^i^neni^ions de 7^^^ non pas iur 
finimçn.t petites,, npais seulement très petites par r^ppprt au rayon 
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d'activité des moMcnles: si nous appelons (0p l'acHoti exereée par A 
sar C serrant la direction de ce cylindre, le coefficient p sera la pres- 
sion normale do A snr B, rapportée èi l'unité de snrfiioe et relatire 
au point M, ou ce qu'on appelle ordinairement la pression inté^ 
rieurCj laquelle est la même en tous sens autour de chaque point 
d'un fluide quelconque en équilibre. 

Supposons que le plan mené par M soit horizontal , et que le 
cylindre vertical C s'élèye jusqu'à la surface libre du liquide ^ qui 
sera aussi plane et horizontale. Soit P le poids de C, et 11^ la 
pression extérieure qui a lieu à son extrémité* Pour l'équilibre de 
C, il faudra qu'on ait 

pa» as P -4- Ilâ» ; 

et si le liquide est homogène , et que l'on désigne par f sa densité, par g 
la gravité, par z la hauteur de C, en sorte qu'on ait P= fgza> , il en 
résultera 

p := Pgz + n; 

ce qui montre que p variera avec la profondeur z île M et la gran- 
deur de n. Or, dans un liquide homogène, la force provenant des 
actions moléculaires que p représente ne peut varier qu'à raison de 
la condensation du liquide et de la ^quantité de chaleur de ses mo- 
lécules; quoique ces deux élémens soient très peu diflerens dans 
toute la hauteur du liquide et pour des valeurs très inégales de FI, 
si la température est supposée constante (^), il faudra donc néan-« 
moins avoir égard à leurs variations dans le calcul de p^ 

(12). Pour mieux connaître la natuve de cette quantité /?, soit \i le 



(♦) La température d'un corps est l'effet de la quantité de chaleur qu'il commu- 
nîque ou qu'il epl^é à un autre corps, appelé âtermomhtre, )u$qtt% ce que celui- 
ci ait cessé de «se- dilater «11 de ae contracter* Pour on némé therfiMnifeti>e et pont 
danx partieijdtflS&retites d'an «CMrya be«ogëae» ^ts quantité de ohalenr dépendra 
de la clialenr prat»re. de chacooe des molécnks et dv nombre de odks ^oi aeront 
contenues sons un Tolnme donné. A température égale, la chaleur propre des 
molécules Tarîera donc avec ce nombre ou avec le d^ré cle condensation d'un corps 
tiomogëne, et ne sera pas exactemement la même, par exemple, dons toute la tiau- 
teur d*un liquide soumît à la pesamteur. 

4.. 
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to^ume d'une portion du liquide comprenant le point M> et dont les 
dimenaions soient insensibles^ mais qui renferme néanmoins un nombre 
immense de molécules. En représentant ce nombre par n^ et faisant 



n 
B 



é sera ce que j'ai appelé , dans différens Mémoires, Tinteryalle moyen 
des molécules autour du point M. Le produit poù exprimant la 
somme des actions de toutes les molécules de A sur toutes celles 
de Cf décomposées suivant la longueur de ce cylindre, il est évident 
que, toutes choses d'ailleurs égales, la valeur de p variera avec e. Si 
e était infiniment petit , la somme dont il s'agit s'obtiendrait par des 
intégrations, et la valeur de p serait donnée par une intégrale qua- 
druple, facilement réductible à une intégrale simple. Mais i ayant 
une valeur finie et déterminée, cette intégrale ne représentera qu'une 
partie de la valeur de p, et il y faudra ajouter une autre partie dé- 
pendante de la grandeur de e, pour avoir la valeur complète de p. 
Désignons par v et A l'intégrale et la correction qu'on y doit faire , 
en sorte quV>n ait exactement 

^ :s <r + A* 

Quoique e soit extrêmement petit et tout-a-fait insensible , même à 
l'égard du rayon d activité des molécules, cependant je dis qu'on 
ne pourra pas négliger A par rapport à «ir , et que le premier terme 
de la valeur de p ne suffirait pas pour satisfaire aux conditions du 
numéro précédent. 

Eu effet , soit r la distance d^un point m^ de A à un point m de C. 
Désignons par dp et d^' les é lémon s de volume qui répondent à ces 
deux points, et ^r frd\>d\^^ l'action mutuelle des quantités de ma- 
tière et de cbaleur contenues dans ces deux élémens ; en sorte que 
fr soit la mesure de raction moléculaire à la distance r et rappor- 
tée aux unités de volume* Nous regarderons cette force comme, po- 
sitive ou comme négative, selon qu'elle sera répulstre ou attrac-** 
tive. En désignant par s et / les perpendiculaires abaissées de m 
et m! sur le plan qui termine A, la force frds^ds;f appliquée au point 
m de C, perpendiculaire à ce plan et dirigée du dedans au dehors 
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de A, ou tendante à augmenter s, auta pour expression 

On en déduira la valeur de ^a> par des intégrations étendues à tous 
les élémeiis dif de C et dsf^ de A ; mais vu la petitesse supposée de 
(ê, rintégration relative à tous les points d'une section de C per- 
pendiculaire à sa longueur, se réduira à remplacer ds^ par œds dans 
la différentielle. De plus, celle qui répond à tous les points de A si- 
tués à une même distance u de l'axe de C , consistera à remplacer 
rfi^' par TTTududsf; et par la nature de la fonction fr^ on .pouira 
ensuite étendre depuis zéro juisqu'à l'infini , les intégrales relatives 
k Uy s, s' ; en supprimant le facteur cê ^ on aura donc 

et en même temps 

r» =a »• + (^ -f- sy. 

Pour l'objet que nous nous proppsons maintenant, nous pourrions 
conserver la valeur de ^ sous cette forme ; mais, dans le n^ 2 , nous 
avons réduit une semblable intégrale triple à une intégrale simple , 
de manière qu'on a 

Or y si l'on comprime le liquide, et que son volume soit diminué 
dans un rapport de i — J^ à l'unité, le nombre des molécules conte- 
nues dans l'unité de volume augmentera dans le rapport inverse* A 
distance égale , l'attraction de molécule à molécule ne changera pas ; et 
s'il en était^deméme à l'égard de la répulsion calorifique, la quantité 
fr augmenterait dans le rapport de l'unité au carré de i — S".. Mais 
l'intensité de la répulsion diminuant à raison de la perte de chaleur 
plus on moins sensible qui accompagne la condensation du liquide, 
la valeur de fr croîtra dans un rapport encore moindre que celui 
de l'unité à (i — J^)*; par conséquent, la nouvelle valeur de ^ 
sera moindre que la précédente, divisée par (i — J^)*. De là, il ré- 
sulte que si la quantité p se réduisait à son premier terme *zsr ^ îX 
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serait impoMibie qu'elle variât dans le rapport de la pression exté- 
rieure près de la surface du liquide, et qu'elle augmentât dans son 
intérieur proportionnellement â la distance du point M à cette sur- 
face; car, pour de très grands accroissemens de pression, ^ est une 
fraction extrêmement petite dans les liquides, qu'on appelle, pour 
cette nison f fluides incompressibles. 

Âiussi , pour remplir les conditions du numéro précédent^ la somme 
que p représente ne peut pas être réduite à une intégrale , et il faut 
avoir égard aux deux termes <r et Â de sa yaleur complète. Malgré 
la petitesse de €, le second terme peut effectivement devenir compa- 
rable et même supérieur au premier, lorsque tes deux forces attrac- 
tive et répulsive, dont fr provient, sont l'une et l'autre extrêmement 
grandes par rapport à leur différence. On peut voir sur ce point les 
développemens et les exemples que j'ai donnés dans mon Mémoire 
sur les équations générales de l'équilibre et du mouvement des corps 
solides élastiques et des fluides {*). 

(i3). La quantité p est la pression sur un plan ; celle qui a lieu sur 
une surface courbe , suivant une direction perpendiculaire à son plan 
tangent , se composera de deux parties , l'une qui sera la même que p, 
et Tautre qui dépendra de la courbure de la surface. L'une et l'autre 
seront des sommes relatives aux distances des molécules ; et si l'on re- 
présente la première par 2R, R étant une fonction de la distance r, 

la seconde sera de la forme ? Sril , en désignant par h une ligne dé« 

pendante des rayons de courbure » et ce diviseur linéaire étant com- 
pensé, pour rhomogénéité des quantités, par le facteur r contenu sous 
le signe 2. Or, la variable r ne recevant que des valeurs insensi- 
bles,^ afin que R ne s'évanouisse pas, et la constante h ajant au 
contraire une grandeur donnée, le second terme serait, en géné- 
ral , insensible par rapport au premier ; et celui««ci n'étant pas ex « 
liémeoient grand, les phénomènes capUaires qui dépendent du 
terme relatif â la courbure seraient aussi insensibles. Mais cetle no«* 
velle difficulté n'a plus lieu, si, comme on Ta dit tout à l'beure, 
laction moiéculaira provient de deux forces contraires, dont cha- 

• (*) Journal de TÈcole Polj technique, 20* caliier, qui paraîtra încessannnent. 
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cuoe est estrémement grande, eu égard à leur dinerence; circons* 

tance qui peut rendre la quantité tZtR comparable et même su[)é- 

rieure à 2R. Toutefois » la somnpe 2R étant irrédoctihle , d'après 
cette circonstance même, à une intégrale, il nV»n laut pas conclure 
que la même chose aura également lieu pour la somme 2rR« On 
se convaincra sans peine du contraire par des exemples auxquels on 
appliquera la formule d'Euler , relative à ce genre de réductions , 
et qui montreront que si la première somme est irréductible par la 
nature de la fonction R, et malgré la petitesse des différences de r, 
la seconde ne le sera pas en général» 

Four rendre les calculs plus commodes et plus conformes aux 
usages ordinaires, nous pourrons donc déterminer par des intégrales 
définies les parties dès pressions qui répondent aux courbures des 
surfaces, et généralement les sommes relatives i des fonctions qui 
contiendront un facteur de grandeur insensible, de plus que la fonc* 
tiou soumise à la sommation dans le calcul de la pressicm normale 
à une surface plane; ce qui ne dispensera pas^ d'avoir égard à la 
variation rapide de la densité, quand il s agira de la ^couche super- 
ficielle du liquide, ainsi qu'on en a (ait voir plus haut la nécessité» 
Vu l'extrême petitesse de l'intervalle qu'on a désigné par £, et qu'on 
regarde comme insensible à l'égard même du rayon d'activité des 
molécules, ta décomposition du volume en élémens infinimentupetits 
et le changement des sommes en intégrales, d'après la formule citée 
d'Euler, ne pourront donner lieu à aucune erreur sepsible. Quant à 
la somme d où dépend la pression sur un plan , et qui fait exception à 
la règle générale, c'est-à-dire qui n'est pas réductible à une intégrale, 
il nous suffira d'avoir expliqué comment elle peut varier, suivant un 
rapport quelconque, pour des variations très petites dans les inter- 
valles moléculaires , provenant du degré de condensation du liquide. 
Nous n'aurons pas besoin d'en calculer à priori la valeur; elle dé* 
pendra de la pression extérieure, de la pesanteur et des autres forces 
données qui agissent sur le liquide; et son expression eu, fonction des 
coordonnées- d'un point quelconque , se déduira, comme de coutume, 
des équations de l'Hjdrostatique. 

(«4)« Jusqu'ici nous ne nous aommes point occupés de l'action du 
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tube 8Qr le liquide dans lequel il est plongé. En calculant la partie de 
cette force qui est employée à soutenir le liquide au-^dessus de son 
niveau , Laplace n'a point égard à Tétat de compression de la couche 
sur laquelle elle s'exerce. Nous allons dabord rappeler réqnatioù 
entre le poids du liquide souleré et les actions du tube et du li- 
quide extérieur, qu'il obtient en regardant sa densité comme cons- 
tante; puis nous montrerons la nécessité de tenir compte de la va- 
riation, rapide qu'elle éprouve près <lès parois du tube , aussi bien 
qu'à la surface libre du liquide. 

Supposons que la surface intérieure du tube soit cylindrique et 
verticale, et que son extrémité inférieure ait une forme quelconque. 
La figure 5 représente une section verticale du tube et du liquide ; 
la droite DE et les courbes EF et AOB' sont la génératrice de la 
surface cylindrique et les sections de la surface inférieure du tube 
et de la surface libre du liquide. Dans ce plan vertical^ et à une 
distance insensible de DE, soit OCK l'axe d'un filet fluide vertical 
d'une épaisseur infiniment petite et constante , et D'G'K' celui dHm 
semblable filet , dont la partie D'C appartient au tube , et la partie 
C'K' au liquide, en sorte que C est le point où cette droite rencontre 
la surface inférieure du tube. A une distance sensible au-dessous de 
cette surface, menons un plan horizontal GH qui coupe les deux 
filets en K et K', et le prolongemeut de DE au point L. Par les points 
et C, menons deux plans parallèles à GH. Soient 0' et C leurs 
points de rencontre avec le second et avec le premier filet. Suppo- 
sons que O'D' et O'C' aient des longueurs sensibles, ou^ autrement 
dit, supposons que les extrémités du tube soient sensiblement au- 
dessus ou au-dessous de la surface AOB du liquide contenu dans son 
intérieur. 

Dans l'hypothèse d'une densité constante et de l'homogénéité du 
liquide , et la matière du tube étant aussi homogène , les actions 
verticales de O'C' sur OC et de C'K' sur CK seront nulles j car il n'y 
aurait aucune raison pour qu'elles fussent dirigées plutôt de bas en 
haut que de haut en bas. Les longueurs de D'O' et Œ étant sensi- 
bles, il est aussi évident que l'action de D'O' sur OK est la même que 
celle de D'C' sur CK, Ainsi Faction verticale du filet entier D'K' sur le 
filet OK se composera de celle de CK' «ur CO et de deux fois celle de 
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h'C sur GK ;^ et la. Dâ^ine chope aura liea pour tons les suitres 
tilets verticaux dans leSsquels 6n pourra décomposer le tube et le 
liquide. ^ .. , 

Cela posé, appelons A le liquide contenu dans un cylindre Ter^- 
iîcal qui a;$a base sur le plan 6H et dont la génératrice est la droite 
BL tangente à la paroi du tube , et B le liquide situé autour de ce 
cylindre et au-dessous de GH. U suit'de ce qui précède que les actions 
verticales du tube et de 3 sur A seront indépendantes de la surfaee 
inférieure du tube, dont la sectioa yerticale est représentée par ECT^ 
en sorte qu'on pourra remplacer cetle surface par un^ plan horizontal. 
Si Ton désigne alors par R l'action de B sur la partie de A située 
au-dessus de ce plan, et par R' l'action du tube sur la partie de A 
située au-dessous de ce même plan, et si l'on suppose que la première 
force s'eiterce dans le sens de la pesanteur, et la seconde dans le sens 
contraire, l'action totale du tube et de B pour souleyer A aura pour 
valeur :iR'— tR, d'après ce qu'on yient de démontrer. Désignons , 
en outre, par a l'aire de la base de A, et par cl la distance du plan 
6H de cette base, au niveau. du liquide en dehors du tube; le poids 
du liquide compris entre ces deux plans horizontaux sera égal à 
fgeta ; la pression exercée en sens contraire sur a , ou l'action ' du 
liquide siti^é au-dessous de GH sur A , sera équivalente hna-\- gfota , 
en] représentant toujours par II la pression atmosphéricpie rapportée 
à l'unité de surface. De plus, cette dernière pression s'exercera 
aussi normalement et de dehors en dedans, en tous les points de 
la surface supérieure de A j et la somme dje ses composantes ver- 
ticales sera, comme on sait, égale à fia, quelle que soit cette sur- 
&ce. Soit, enfin g/aa-f-A le poids de A; A étant une quantité 
inconnue, positive ou négative , qui exprimera le poids du liquide 
soulevé ou abaissé par l'action capillaire : en ayant égard à toutes 
ces forces verticales , et supprimant celles qui sont égales et con- 
traires, il faudra quon ait 

aR'-R = A, (7) 

pour l'équilibre de A. 

(i5). Il restera maintenant à former les expressions de R et R'. Or, 
soit d!r un élément infiniment petit du contour de a ; par les deux extré- 

5 



Digitized by 



Google 



S4 NOUVELLE THÉORIE 

mité» de ds^f menou des pladft perpetidicnlaires à sar direction qui se 
ooaperoot suiyanl wie wrlicale passant pift le centre de courbure de 
Q^ contour ; partageons le segment de A compris entre ces deux {dans, 
en filets infiniment minces par dé» plans rertîcaux parall^es à /& ; 
et «Àl u la distance: de l'un de ces filets au pian vertical passant 
par ds.^Qïi pourra exprimer sa base par (i '^ku)dsdu, en suppo^ 
SMit ce filet compris dans la sphère d'activité de B, négligeant les 
puissances de u supérieures i la première, et désignant par k nn 
coefficient coiMtant qui dépendrar de la courbure du contour de â, au 
point <|ni répond à éif% La base d'un filet extérieur, appartenant à B, 
qui répondra à un autre élément ds' de Ce contour, sera en même 
temps (i -^ ifi/)ds'duf ', uf étant k distance insensible de ce second 
filet à la surface de A , et A:^ ce que devient k au poinl correspondant 
k ds'. De là, o» conclura sans difiSculté 

ft «= f^'ÉfJT^r—^ (î « An) (i + k'u!) dzdz'dudi/dsds' , 

en faisant 

/- =a- 4..(wH. «/)• 4. (z 4. 2fy, 

désignant par ^r la même fonction que précédemment (n* a), 
par a> la projection de l'arc compris entre ds et ds' sur le prolonge* 
ment de ds , et par z et js' les perpendiculaires abaissées d'un point 
de A et d'un point de B sur le plan GH , de manière que r soit la 
distance d'un point à l'autre. Au degi^é d'approximation où Ton s'est 
arrêté dans tout ce qui précède , on devra réduire à l'unité les fac- 
teurs I— fc/ et 1 -^ku!. On pourra aussi, sans erreur sensible, 
prendre ds* = dx* On pourra ensuite étendre depuis zéro jusqu'à 
llnfitii, les intégrales relatives à «, w', a , z\ et Tîntégrale rela- 
tive i X , depuis a:= — 00 jusqu'à x = + 00 , ou seulement depuis 
X ::zzo jusqu'à ^=: ao , en doublant le résultat. En faisant 

^9^MPPr ^^dzdsfdudu'dx = g , 
et prenant les cinq intégrales depuis zéro jusqu'à l'infini, çn aura donc 

K^of/qdsi 
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Cette dernière intégrale devra 8*étendre à tons les points du OQ^toor 

de a; et comme q -m variera pas d'uiL point à un autre ^ il s'ensuit 

que si Ton appelle c la longueur entière de ce contour ^ ou aur? 

simplement ^ * 

K ssz cq. 

Si Ton désigne par ^V l'attraction mutuelle de la matière du tube 
et de celle du liquide, relative à la distance r et rapportée aux unités 
de niasse I ou par //^V, cette attraction rapportée aux unités de 
volume, / et / étant ks densités des deux matières, et si l'on 
représente par qf ce que q devient , quand on y met pp'^'r au lieu 
de p*^r, on trouvera de même 

au moyen de quoi l'équation (7) deviendra 

à^{^-q)c. ..(8) 

(i6). L'intégrale quintuple que q représente se réduit facilement à 
une intégrale simple. En y niettant d'abord zx , t^x, ux, t/x, 
xdz , xdz', xdu , xdi/^ au lieu de jz, y, », u\ et de leurs premières 
différentielles, les limites zéro et l'infini ne seront pas changées; et 
si l'on observe ensuite qu'on aura 

dr 



JTS 



dx=: 



Vf'i + («* + «? + (* + ^)*' Ki+(ii + U')V+(s + ;ir • 

il en résultera 

q =s aXf' / r^rdr , 

en Élisant, pour abréger, 

L'intég«»tion relativeràil'.une.d*cesqaal}re vaviaUes, à:b'<pa0>earaiple^ 
3^fleictae immé^alem€HEili>et il cause des limstes ^«Bioiet /»«.) 
on a 

s.. 
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•Je fais ' ' . ■ 

et qui dopne 

et comme cette intégrale relative à ^ est égale à ^^r, on en conclut 

ou, ce qui est la même chose, 

X = — r^{ — — " — ^dw 
ou bien , enfin , 

En comparant cette valeur de q à la formule (2), on voit que 
gcs^H. La même réduction s'appliquera à l'expression de q' ; et 
de cette manière, l'équation (8) coïncidera avec celle qui est désignée 
par {p) dans la Mécanique céleste (*). 

(17). Four faire voir maintenant l'inexactitude du coefficient de c dans 
cette équation, et la nécçssité d'avoir égard à la variation de densité 
du liquide près de la paroi du tube , menons un plan horizontal 6H 
(fig. 6), à une distance sensible au-dessous de la surface AOB du liquide 
et au-dessus de l'extrémité EF du tube, qui coupe en L la génératrice 
DE de sa paroi cylindrique. Supposons le point situé à une distance 
insensible de cette paroi, plus grande cependant que le rayon d'activité 
des points du tube suf ceux du liquide. Par le point 0, menons une 
verticale OKG qui rencontre au point K le plan GH , et que nous 
prendrons pour la génératrice d'une surface cylindrique parallèle à 
la paroi du tube, ou dont tous les points seront à une même dis- 
tance KL ide cette paroi. Cette surface cylindrique et le plan GH 

{^) Supplément à la TTiéçrie de FAçtion capillaùre, page 17. 
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partageront le liquide contenu dans le tube en quatre parties. Nous 
appellerons C et C les parties comprises entre cette surface et la paroi, 
la première au-dessus et la seconde aa-dessous du plan GH, c'est- 
à-dire les parties qui répondent à OKLÂ et à CKLE, et nous dési- 
gnerons par D et D' les deux autres parties qui répondent respec- 
tivement à BOKH el CRH. Soient Q, Q', P, les actions verticales 
et dirigées dans le sens de la pesanteur» exercées par D, W, G, sur C, 
Comme on peut négliger, par rapport à ces forces, le poids de C et 
la pression atmosphérique qui a lieu à son extrémité supérieure, 
à cause que Tépaisseur KL de cette couche liquide est insensible « 
et que d'ailleurs l'action verticab du tube sur chacun des points 
de C est évidemment nulle , il s'ensuit qu'on aura pour son équilibre 
l'équation 

Q+Q' + P = o. (9>. 

Je déterminerai la force Q par la considération de l'équilibre de D. 
Soit b la base de D ; supposons son plan à une distance C au-dessous 
du niveau extérieur : la pression qui a lieu sur cette base en sens 
contraire de la pesanteur, et qui provient des actions réunies de C 
et jy , sera équivalente à né + gpbS ; la pression qui s'exercera 
sur la surface supérieure de D , décomposée dans le sens de la pesan- 
teur, sera égale à n&; le poids de D aura pour, valeur gfbC-^-A} 
et l'on pourra regarder cette inconnue A comme étant la même que 
dans le n"* 149 puisque la différence serait le poids d'une couche 
liquide d'une épaisseur insensible. La réaction étant égale et contraire 
à l'action, il faudra représenter par — Q Taiction verticale et dirigée 
dans le sens de la pesanteur, exercée par C sur D. En considérant ces 
différentes forces verticales , supprimant celles qui se détruisent, et 
observant que^ par hypothèse, l'action du tube ne s'étend.pas 
jusqu'à D, nous aurons 

pour l'équilibre de cette partie du liquide. 

La force (^ ne différera pas sensiblement de la force R du n* 14 ^ 
car elles seraient entre elles dans le rapport du contoui* c de la base a 
à celui de la base b , que Ton peut prépdrè f un pour l'autre; Ainsi 
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l'on aura . '^- 

Quant à la force P, soa expression différera de oeDe de R en 
intégrale quintuple, par le signe de uf, et par les limites relatires à 
M et m' , c'est-à-dire que Ton aura 

r*=ar* + (« — «')• -H (z + z')*; 

les intégrales TOlatives à a?, je, z% étant toujours iéro«t l'infini; mais 
celles qui répondent à i< et 1/ ne s'étendant que depuis aéro jusqu'à /, 
en désignant par / la longueur de KL. 

Soit 9r une fonction qui devienne insensible pour toute Yakur $en^ 
sible de r; faisons 






nous aurons 



r* étant ce que devient r à la limite Jz/ss o. En intégrait par par* 
tie, on aura r 

r, étant la valeur de /relative à 1^= Z. A cause du fiicteur l, on peut 
supprimer le terme compris en-dehors du signe f; on aura donc 

et par conséquent, r - ^ 

P = 2f'cfff/}p/ ^'' ~/^ " dzdxdudi/, 

Soit encore 

X ss jr CO& f^, J5 =3 ^ sin i'. 

iSi Ton. substitue ces variaUes j et (^ à x.et z,.i\ faud» prendre s 
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ieslimitesqiiirëpoiident à;rs:o etsâsoy/sstoo et z = 00 , seront 

y^ I 

^ = et (^=0, Jt = ^ ®* i^=-7r; en effectuant Imtegration 

relatÎTe à i^], il en résultera donc/. 

Or, cette intégrale triple est la même que celle qui entre dans l'ex- 
pression de y dn n^ 8 ; par l'analyse du n^ 9 , on en conclura donc 

I P^ 

P = — l^t^^J ^<prdr;=z —. acç , 

en négligeant toujours le terme qui aurait le facteur /, et ayant égard 
à la valeur, de 9 du n"* 16. • 
Ces valeurs de <î, Q', P, réduisent Téquation (g) à 

Or, pour que cette valeur de ^ s'accordât avec celle qui est donnée 
par l'équation (8)^ il faudrait qu'on eût q'=^q; ce qui exigerait que la 
matière du tube fût la même que celle du liquide. Dans ce cas, en 
effet , le liquide n'éprouverait aucune compression près du tube , et 
les calculs précédena, fimdés sur Fhypotbèse d'une densité oonâ«- 
tante, seraient applicables; mais, dans tout Aitre cas,' il sera indis- 
pensable d'avoir égard à la variation rapide de densité du liquide 
dans l'étendue de la sphère d'activité du tube , puisqu'en en faisant 
abstraction, on est conduit à deux valeurs de a, qui oe sauraient 
être ^ales entre elles* 

On petit remarquer qne si l'équation A zss 09. avait réellement lien, 
le ppids soulevé ou abaissé par l'action capillaire ne dépendrait aucu«- 
fiement de la matière du tube. En ayant égard k la répulsion calorifique, 
aussi bien qu'à l'attraction des molécules du liquide, et supposant , en 
eonséquence, que la fonction ^r peut changer de signe dans l'étendue 
de ses valeurs sensibles, l'intégrale que q représente pourrait être po^ 
sîttvt ou négative. Le poids à serait de même signe que q ou que 
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H, à cause de j= -H, c'est-à-dire qu'il y aurait élëration du If- 

quide quand la quantité H serait positive > et abaissement quand élit 
serait négative. L'ordonnée h du centre de la surface capillaire qui 
est déterminée par Féqùation (5) devrait donc être de même signe 
que H; par conséquent , pour satisfaire à cette équation^ il y fau- 
drait prendre le terme ambigu avec son signe supérieur ; d'où il 
résulterait que la surface capillaire serait toujours concave par en- 
haut, soit que le liquide s'élevât ou qu'il s'abatss&t; ce qui est con- 
traire à l'observation. Mais toutes ces contradictions disparaissent 
ix>rsqu'bh' tient compte de la variation de densité du liquide dans 
l'épaisseur de C et C; ce qui rend la force P implicitement dépen*- 
dan te de la matièfe du tube, et change aassi les valeurs des forces 
R et R'. 

(i8). Au lieu de déterminer la force Q d'après la condition d'é- 
quilibre de ï)^ on peut en obtenir la valeur. par des intégrations 
directes y en continuant de négliger la variation de densité du li- 
quide près de sa surface supérieure. L'expression de Q en intégrale 
sextuple ne différera alors de celle de R du n^ i5 que par le signe 
de z et par les limites relatives à 2 et z', <le sorte qu'on aura 

Q « rfffffM ^^' didz'dudu'dxds, 
r • = a?» + (w + m')* + (^ — V)% 

eh conservant toutes les notations du tiuméro cité, et intégraiit par 
rapport à i» et z\ depuis le plani CrH jusqu'à la surface du liquide y 
ou bien, avec une apiproximation suffisante, jusqu'à son plan tan- 
gent. Si l'on suppose que le plan' de la figure, qui est déjà vertical , 
soit en outre perpendiculaire à la paroi cylindrique du tube, il est 
évident que le plan tangent en sera perpendiculaire à ,ce plan ; 
car il n'y aurait aucune raison pour qu'il s'inclinât plutôt d'un côté 
que de l'autre* Cela étant , les valeurs de z et 2', qui répondent aux 
secondes limites des intégrales, seront indépendantes de a?y et de la 
forme 

en désignant par j l'ordonnée OK du point 0, et par 6 la tangente 
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de l'indinaison du plan tangent en sur le plan horisonial pâssamt 
' par le même point. On prendra pour celte inclinaison Fapgle K'ON 
compris entre le prolongement OK' de OK et la normdie extérietire 
ON; angle que Ton regardera comme positif ou comme négatif^ se- 
lon que ON tombera en-dehorsou en-dedans des deux parallèles K1& 
et DL. U s'ensuit que si Ton désigne par ta l'angle NOM que fait la 
normale ON avec la perpendiculaire OM abaissée du point sur la 
droite DE, et qui sera obtus ou aigu, selon que la courbe AOB tour- 
nera au point , sa concavité ou sa convexité par en haut, on aura 

fl = — - cot û>. : . ' 

En appelant Z l'intégrale double relative à z et z', nous aurons 
donc ' ' , , .. 

Soit 9r la même fonction que dans le n^ 9, de sorte qu'on ait 

il en résultera 

en supposant 

r'* = X* + (tt + uy 4. (j — fl// — zy, 
r,* = jc* Ht (tt -h u!)r + z\ 

et observant qu'on peirt remplacer la limite z =5 /+ Am par l'infini 
dans la seconde intégrale. Si nous faisons, dans la première, •. 

les limites relatives à ^ seront y — 6w' et — 8 (li -4- «')• ^^ rempla- 
cera la première limite par ^ =s 00 , à cause que ^ --« 8u' a une valeur 
sensible pour toutes les valeurs insensibles de u', lesquelles sont les 
seules qui ne rendent pas r^ sensible ; on aura donc 

W'= a:» + (a +«')• + ?', 

6 
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en empfioj^atttda lefttne 1^ an lien de z, dans la Mconde intégcale /œ 
4|oi icba«ge r« ea r^^ et réduisMit .epsuite les detoc intégrales à ane ' 

seule; et si Tea met — («H-«0 Ç «* — (a+ «0»^ • 1* P^w^* ^« ? «* ' 
i^> en en condiira. 

n sera permis maintenant d'étendre les intégrales relatives k u 
etki/ depuis zéro jusqu'à l'infini ; celle qui répond à x aura pour 
limites db oo , ou seulement x^ssoet^ssoo^en doublant le résultat. 
Nous aurons donc 

fffZdudufdx = ^f^f^f^f^ ^^^ ^^ duàxjidxd^. 

Soit encore ^ comme dans le n"" 9^ 

il en résultera 
et par conséquent 

à Gtttlâte qtie •' r' s'évanouit à la limite w's=oo . Si donc noui^ met- 
tons :3pu et xdu au lieu de uetdu, et si nous employons r au lieii 
de r^, nous aurons 

Cette dernière éqturtioa donne 

j rdr 



d'oii l'on condut 
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c'est- a-dire, 

en effectuant Tintégration relative à u, et ensuite celle qui répond à Ç. 
D'après celte réduction de Finlégfale relative à z, z\ u, i/, x, et 
eu, mettant pour 6 sa valeur — * cot m , 1 expression de Q deviendra 

/^ 
Hb^rdr ./cos œds. 

En intégrant par partie , it vient 

d'où Ton conclut (n^* i6J 

Q=: — q/cQSuds. (lo) 

Cette intég^le relative à tis devra s'étendre an contour entier de 
la baset de D. Or , je dis qu'il y Êiudnt eonsidétor cos cù coimme 
nue' quantité constante. E» effet» si l'on mené pnr lès extrêmiléB 
de ds deux plans perpendiculaires k cet élésnent, «^^ cm mds sera 
la partie de Q qui agii*a s«r le segment de C cnoipria eotin ces deusc 
plans;, l'action verticale du surpkie de G sur ee segment se compo-^ 
sera de forces qui se détruiront deux à deux y on pourra négKger le 
poids de ce segment par rapport à la fouee -—9 eos wis^ qui devra alors^ 
iaire équilibre aux parties des forées. Q" et F' qui lussent suv ce 
même segment, lesquelles forces ne varient pas en passant du point K 
à un autre point du contour de D ; il faudra doac qnecos iv> ne lœrîe' 
pas- nouf {dius; et cela tient à ce que les qoantités dépendantes de 
la courbure du tube, qui cfaaugent d'un point à un au*re quand Ift 
base n'est pas circulaire, disparaissent de Texpression des forces que 
nous considérons, ainsi qu'on Ta vu dans le n*" i5, à Tégard d'une 
autre force R de la même nature. En appelant donc c le contour 
entier de la base de D , nous aurons enfin 

Q = — cgcos«„ 

pour la valeur de Q qu'à s'agissait de cadcnlen 
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(19). Cette force étant égale k £l d'aplrès le n* 17 , il faudra qu'on ail 

A sss — cq cos 01. 

En vertu de l'équation (8), dans laquelle c est sensiblement le même 
que dans celle-ci^ on aura donc aussi 

q — !iq' = q cos »• (* ï) 

Laplace est parvenu à cette équation par la comparaison de deux 
méthodes différentes ; ce qui laissait à désirer un moyen plus direct 
de l'obtenir; mais il ne faut pas oublier que le premier membre est 
en erreur , parce qu'on a négligé là compression du liquide près du 
tube , et le coefficient de cos c» dans le second , parce qu'on n'a pas 
tenu compte de la variation de la densité près de la surface libre. 
En s'arrétaut à la formule (lo), cette expression de Q et l'équation 
Q = A du n"" 17^ auront encore lieu, lors même que la partie D du 
liquide sera terminée par une surface cylindrique quelconque qui ne 
sera lii parallèle à la paroi du tube, ni à une distante insensible 
de cette paroi , potirvu qu elle soit verticale. Quand la valeur de cos oû 
sera donnée en fonction de ^, d'après la courbe d'intersection de cette 
surface et rd:e celle qui termine le liquide , l'équation (10) fera con-* 
naître la yaleur de Q , ou du poids A du liquide soulevé ou abaissé par 
l'action capillaire et contenu dans D. Or , si la paroi cylindrique du 
tube est à base drculaire , il est évident que la surface supérieure 
du liquide sera une surface de révolution qui aura pour axe celui 
de la paroi. Si de plus D est terminé par une surface cylindrique 
ayant le même axe et dont nous représenterons le rayon psLV.Jc, 
l'intersection de ces deux surfaces sera un cercle , et cos â» ne variera 
pas d'un point à un autre de cette courbe ; sa longueur étant ofTrx, 
on aura donc 

A5=— -.aTTarçcos^ï , (12) 

en verfu de la formule (10). • < 

Contme cette équation aura lieu pour un pçint quelconque de 
la courbe AOB, dont la distance à l'axe de révolution est ^ , on en 
pourra déduire l'équation de cette courbe , ou de la surface du li- 
quide dont elle est la génératrice; et'l'cm y parvient, en effet,. en la 
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dififérentiant par rapport a or. On a évidemment 

dL = TTffgzxdx , 

en appelant z l'ordonnée du point ^ rapportée au niveau du liquide 
en-dehors du . tube. La différentielle dm est l'angle de contingence 
de la courbe AOB au point ; si Ton appelle ^ son rayon de courbure 
au même point, on aura donc 



d(» == JVHFhP^; 



ou aura , en outre , 



sin û> V^ir* + di* = £& ; 
et en différentiant l'équation (i 2) et divisant par 2'rrxdx^ il en résultera 

Soit A^ le second rayon de courbure principal de la surface de révolu- 
tion au point 0; sa valeur sera 

"^ """ COI • ^ 

on aura, donc • ' 

ce qui s'accorde avec l'équation (4) , à cause de 9 = - H , et peut 

servir de vérification à l'analyse du numéro précédent. 

(20). Nous terminerons ce chapitre , en faisant remarquer que la 
compression de la couche liquide en contact avec le tube met aussi 
en défaut la proposition de Qairaut, suivant laquelle le liquide reste 
horizontal dans un tube vertical, lorsqu'à distance égale, l'action de 
la matière du tube sur celle du liquide est double de l'action du 
liquide sur lui*même. 

En effet , supposons , pour un moment , que la surface supérieure 
du liquide soit horizontale; représentons-la p%^CAF (fig. 7), et par 
DAE celle du tube qui lui est perpendiculaire; soit M un point 
de h première surface, situé à une distance insensible MA de la 
seconde; prenons MBssMA, et tirons les verticales MM', et BB^ 
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Dans le cas de l'incompressibilité dn liquide, les actions horizontales 
et contraires, exercées sur le point M, par les parties de ce liquide 
qui répondent à EÂMM' et M^MBB' , seront égales et se détruiront 
par conséquent. Les actions horizontates àts parties du tube qui ré- 
pondent à CAD et CÂE sur' Se poidt H sont égales entre elles ; et, 
par hypothèse, chacune de ces forces esit' égale k là moitié de l'action 
horizontale exercée sur ce même point par la ptfrtie du Kquide qui 
répond à B'BF. Cette dernière force sera donc aussi détruite par les 
actions réunies des deux parties du tube ; donc toutes les forces hori- 
zontales qui agissent à chaque point M de la surface du liquide^ se dé- 
truisant réciproquement , Thoriflontalité subsistera dans l'état d'équi- 
libre. Mais il est évident qu'il n'en sera plus de même, si l'on a égard à 
la compression du liquide près de la paroi du tube ; car alors les actions 
contraires des deux parties EAMM' et M'MBB' ne seront plus égales 
entre elles; ce qui suifit pour que la démonstration précédente n'ait 
pas lieu. On voit d'ailleurs €pie l'action exercée sur un point donné , 
par une partie infiniment petite du liquide ,. variant avec le degré 
de compression, elle ne peut pas conserver un rapport constant, à 
égalité de distance et de volâme, avee l'action d'une partie du tnbe 
sur le même point, et que celle-ci ne saurait être nMÎlié de la 
première , ainsi qu'on l'a supposé. 
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CHAPITRE II. 

ÊquatUm de la surface capiliairei 

(21). Nous entendons par cette dénomination, la surface libre 
d'un liquide en ëquiKbre dans un tube capillaire , ou plus générale- 
ment, la surface de séparation de deux liquides contenus dans ce 
tube. Ayant de former Téquation d'une surface de cette nature, nous 
allons d'abord calculer les pressions qui ont lieu dans l'intérieur de 
chaque liquide et que nous aurons besoin de connaître. 

Soit M un point situé à une distance sensible de la surface d'un 
liquide et des parois qui le contiennent; par ce point, faisons passer 
une sufface quelconque, qui partage le liquide en deux portions 
que nous appellerons A et B; divisons cette surface en élémens 
infiniment petits , terminés par ses deux séries de lignes de cour- 
bure; par tous les points de ces ligues, élevons des normales qui 
formeront , comme on sait, des surfaces développables, par lesquelles 
A et B se trouveront décomposés en filets ^'une épaisseur infini- 
ment petite, mais variable; appelons C le filet qui répond au point M, 
et dont la base sur la surface menée par ce point sera représentée 
par â». La r&ul tante des actions de tous les points de A sur tous 
ceux de C, divisée par cù , sera la pression qui a lieu sur B, rap- 
portée à l'unité de surface et relative au point M. Si l'on a égard, 
d'après le n* tt , à l'inégale compression du liquide dans l'étendue de 
la sphère d'activité de A^, et à la différence de matière dans le cas 
d'un liquide hétérogène , la résultante dont il s'agit ne sera pas per-» 
pendiculaire k la surface de B. Nous désignerons en général par N<w sa 
composante normale et dirigée de dehors en dedans de B, et par Tco 
et T^c» -ses c^uposantes suivant deux droites rectangulaires, menées 
par le point M et comprises ^lans le plan tangent en ce point à la 
spr&ee de B ; «t nous allons déterminer Ie& valeurs de ^N, T , T, par 
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des intégrations, sauf la partie de N qui ne dépend pas de la courbnre 
de B, et que nous représenterons, comme il a été dit pi^édemment 
13 (^VJ^)* P^ ^^^ inconnue p, de sorte qu'en appelant N' l'autre 
*^arlie , on ait 

N = i> H- N', 

pour la valeur complète de N. 

Il est à propos d'observer que, dans l'intérieur du liquide. Faction 
d'une partie A sur un filet cylindrique et normal compris dans la par- 
tie adjacente B, différerait, en grandeur et en direction, de la force 
que nous venons de définir ; et que si on la prenait pour la pres- 
sion sur B, ce qui paraîtrait plus simple, les pressions relatives à 
toute l'étendue de la surface de séparation de A et B ne représente- 
raient pas Taction totale de A sur B, parce qu'on ne peut pas décom- 
poser la masse entière de B en filets cylindriques perpendiculaires à 
cette surface. 

(22). Soit m un point de C, et m' xm point de A, l'un et l'autre 
compris dans la sphère d'activité de M. Désignons par s et / les per- 
pendiculaires abaissées de m et m' sur la surface de A , et par e/ Télé- 
ment de cette surface qui répond au filet fluide dont m' fait partie. 
Soient aussi (i + ks'") am' et (i — ks) où les aires des sections de ce filet 
et de C, faites par les points m' et m, et parallèles à Ipurs bases 
û>' et û>; le coefficient k dépendant de la courbure de A au point M, 
et étant le même pour les deux filets, en négligeant les quantités du 
second ordre, par rapport à leur distance mutuelle et aux variables 
s et s\ Les élémens de volume qui répondent aux points m et m' 
feront 

(1 — A-j) céds, (i + ks^) (Jds\ 

et leur action mutuelle pourra être représentée par le produit * 

y\i—ks){\^k^)ùùm'dsds'*, 

y étant la mesure de l'action moléculaire rapportée aux unités de 
volume et relative à la distance 771m', que nous représenterons par r^. 
Pour se former. une idée précise de cette quantité Y, il faut prendre 
autour des points m et m', des volumes v et (/ dont les dimensions 
j^oient inseinsibles, eu égard même au rayon d'activité des molécules, 
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DE U ACnOH CAPI^ 49 

VmbtioQ dbaftHeUe dé ^tet dcwx^fpârtiet du liquide, féxnmoÊki de là 
ifaalîèft et de Ift cbâlew* ^jdfAl» t mtfaauu BsÀ, miM pour expreâsôchi' 
¥1^, te sorte que Y een le/rapport *de cette ibroe an {«roduit des 
émt eYohnnes. Gefe étasM, ^ éépetiémàe la di^mice V^ dé lai^n» 
taré des molécules contenues dune v et i/, de leur quanlîté'dê cbi»- 
leur propre ^t de leur nombre j ce sera donc une fonction de r^ in- 
sensible pour toute valeur sensible de 7^, mais qui renfermera. en 
xMttt les coordonnée^ Aé m et h^. ' 

0'aprÀs cela, représentons pat :r, y, 'z; les trdis côo^donn^ iieâ-- 
iâugulaires de M, et saj(iposons les axes des x tt jjr pàrallèdeâf le* 
-plaii timgenf a B^ mené par le point M, et Taxe Ats-t parallèle 4i 
la Inormide au même point Làs coordonnées' dë^m seront op, jr, 
% ^ s, relativement aux mêmes axes ; celles de m' pourront ^tre 
représentées par^ 4^ j/yjcH-^y^ 1^47^.; on ^^lVt - - 

-6t ensuite * - ^ : • **.'.^v.~-- •'' 

Crttefi>rce y^ devant dépendre de la même manière^ de la lAfûn^ dti 
liquidé autour 4e dbacun dés d^x- poitats m et mf^ il j&udra qu< la 
/euetkm /soit jv^métrique par rapport à or et œ^^^x^hf ^fH^J^, 
k.Z «H <r et :5i4» iS^«;Pe jAn», \K natui^ dit Uquide^ sa qUâttfilé de 
cbaleur et sa condensation intérieure ne variant que ptavdtegré^'ini- 
sensibles, on pourra développer cette fonction ^en série très conver- 
gente, suivant les puissances et les produits des variables s, x',y, sf, 
qu'elle .contic^nt en*ddiors de r^i et qui jie peuvent ètrebqiie de très 
^petites, quantités.. A ca^ de la symétrie dt:f, on aum . -yy ... 
. . dV _tdV rfV_ 1 rfV dV _dV _ I iw 

pour àfstio, yt^'^, z^s-ro, irs^o, et en ne faisant pas variera. 
ai 'donc on désigàê par R' une Ibnctioh dé r'i^la:', ji z.^ei qtfôn 
néglige les termes du siecond «Ordre par. rapport à x'i ^^ z\ s , on 
aura 
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•h M àJa Mvlwe «k A, et par A l'^igk Ipieiiiifc le plM.4t «wâdii 
«boites avec rno pbs fise^ paiMiit fwl^ila.seoHidi. U ftroîectiabi.d» 
«fMnk |4an fao^ant bb M pMnrn Vexfmoaer pttf mÂikM; «t Mtïb 
•jarojcctBfai /mu; liagrn d'ipfgOBiamatioh <<a.a«» «MA ««èteM^ |Mi^ 
^■Ét élroiinrpoar raire de Vy BOi^ 

Soient enfin a^ €,y,les cosinus ^des ^angles ^w JMtla.drc^U Wmjy 
^fAwfsé^^v^àêlk de m, aipeç dea fiaraUèles aux aa^.dea 4?» r*'' ^» 
M^MMjlMiFCe {H^ipt, Si l!oo wpp(«e )ea M^e4.i}e^ ^. H à(^X paniU^to 
^kuK dif?eç^<Mis des forcea f aiigenUcUea T, et T.V M que l'oa r^gardeilf 
,£^ça y iQQçiin^poiitiye çu comme n^gafivQj selo» ^'/sUeum^ x«piU- 
«1* <»»».^ttw^tive, oa aura 

N = ////V[i + A(^ — *)] >ttrfttrfîd!y'd8, ) 

en négHgeam le- prSduU ss^'/^ié^ limrtes de Itùtégrale relative à 
AV)°êl^r^ offrant, â(4vp i«t,a^; j9n. ponrca «ta^e k» dnt^a inAégtldea 
4epW^ il4r» juHqu'À Kiiifipl^ fMurcQ .4}ue tOulet vdeuc^eoaîUtt de l'ifne 
.d«&4liv>ÎB. variâ^Ufs^ii^ fiys'^ 4;ep9dra i^ «eifsible, «t^ par oovi9éi|ii«iie> 
y^ iafifnaiblefLçft ira^iiY de<#i» C^ >i qu'on eiApToieta dans^ o4a lb#^ 
miak^ ^eront^ •-••.'.. — . . ■ j. - ^ • .... ; •.. •;.-... 

' (a8). Fpnf eilbctttw^ â«taw(*qu'it set^^posaibl)!^, tes fnt^ratlôbs 
indiquées, «ppalotis ^v.la'pef|)eiidi<mlaito àbaSs^e de 0/ sur le pTam 
tangent en H^ ^tcomidéroii^ cette. ^uantité/eomme positivé ^ou comme 
négative y ^âôa qûela jSàrfie A'diJt lîqûîde'aerâ tbncàve ou convexe 
an^pp^nt JMU Ç;Q.i^t x et n! Ie^.cqpfd9fiaée8 du.jèi^ <de «^Hç pm^ 
pçu^icwkite, JpaÇPprt^^ïî» ;4ê» W»«fffi!P^# 9^ ^ jwiMit.M partJlà^ 
Içjnept à éciiii^^ ^i Ç^ ^ JT-i^^f.PfigïlfifiWt ^^ t^^meMlu tro^ilème 
ordre par rapport à >f et n', nous aurons , . , 
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DE UMOiWti ClUnEDAIRE. 5i 

Qf Q'j Q"^ ^*wt des <^oe%i?n^ iiidép^ndYMdeïces d^ Tariabled* 
Ao même degi^ d'approximation ^ ^'d^prèé la manière dont nous 
déterminons le ^gne de Çy tiqii»\ji^àT<ihà \m\ '' ^ :=^ r 



tjjis - :: - :'i'-^ '£ 



en comptant Tangle 6 k partir de Vkxë dés ij. *^Si fon fait/ponr 
abr^r, ._ ^ 'm' - .. ' _ 

él si î^ott observe; ^e- 



iî :• i. /» . 



1. '^ -1. «' ^ — or 



on en conclura • ,\ 



j 



-.ji.f. • .- •.-.' •'* /;.•■:■: -v' ,/ 
en a{>pelant R ce que deviept W, qnandjm y met r au lien de /. 
On. a enfin ' .< ■ v • > — - , 

^H^'émt. le» «ajriMi 4û co^i»i»«pfllciifiÉBjf d4>la«firfiM«/d» A» 
dont ,cbA«iin.4«!7ea Mfi^ ^eg»;t^,{Diavpgfi^,pm^f.pn,j^^ 
aAkt* «{ue'Ja Ug94 ^e.^c^rj^i^!^ > Iftq^el)^ jl:,f(|qp«»irtietiti.^oiqj(p«^Ai«» 
<WDC«.titfé. W ■« 4owf^fâ$^< «n;- d«4io)ll^^ 4Q Aï, il «i»l>.^Tide)»tr JW 
effi^^ (fitt qeia]»i9m|l«. ,4A.«igmi^ >Ci^i9!V!l>fMfm. )wi«»(p«ltWtfH)§ 
de Xf y y A. -i'. i '\ î'i M ^f.'ii»; •.: , / .' ,T '*• -i!i»(!<' iq f? ; v; 

les équatioM <i)^ fdffeclibft vlefl^ inlégiBli«BÉq fèl»lftib» rÀKan^^O^v 
pnis je siq>prime la |>ai:ti^ de N indépendante de la courbure de 

B, afin de nîduiré N à 'Nr/a^V*I~«'^^^ ^ P*» ^^*> ^ 
vient ■' ;\ V -f- V, • -f- I j *^* = *"* 

7" 
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en nëglij^nttoajoara les qtentités du tscusièmeordre, jpar nf^rt 
k u, s, /.La valeiir de N' deTrait renfenner d antres termes dn 
denxième ordre , qne Ton n'a cependant point écrit ^ pproe qo'Ua» 
contenaient ]e facteur j* — /* sons les signes f, et qne, pour cette 
raison , les intégrations relatTres à s et / U» feraient disparaitre. 
.Si nop& fajsoQS ^ pour abr^gpr , 

et qne novs transportions en-nleliors 4ies signes /^ ies 4îffçff i^tiar 
tiona relatives k a: et jr dans les Talents de T et T\ elles deyien* 
dront simplement • 

En ajoutant. rince^naue /^à^ Tâtèur d^ NV ptfup ftimaii^ celle de 
N^ on aura en même t^mps 

Dans les usages qu'on férst^ect» ^nriHi^es^y on ne devra pas perdre 
de vue qu'elles exigent que la surface de B ne présente ni pointe ni 
arète^vife près du' jWitit M, (afin que là iraleur/de^^ /^ fooctîob 
dé tfdet'Z/'fHliâse'se déreloppèf' ete série ccmvérgentè, suîvâfitf'lei 
pttissàTiees'êt^ les produits de if;etV> et qt/ff sort permis <le rééirire 
Mttt série /eottime'nôès Favonsfait^-k ses tërittieB'du second ordtei. ^ 
tém «miitiéd ]]|\Mt^ptt rempBe; BOfre analyteSsérait en déflltrf ï et 
ces expressions de T, T', N, n'auraient plus lieu, 
. <s4y. Mm'àe^tiédmBe^qkjàmiiMgn^ meta d'àhèrd 

fà , ufli^ làùi ttds^^' àlia plooerde'i!^ lïf^ds, ds'f fl en résulte 



in*.! 
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DE Ef ACtiON :CÀni.liâHŒ. 53r 

Qetfef sieiMiâe éqpfttiopi dpniiè ; • > - ^ ;>.>.: 

..... .... ■:■ • :. ■• '^^^ {Tf^^p^K ■ ; • '■ 

daVdbnc •'.'''•■ -,••:,'■ j- .•-•. :-- 

I ' /** 

coteffflétimtt mcceMlTeinèiit tes inlégnitidiis tiebtÎYMr ks^ti ^ pw fa0 
i^€ft odUnaira», oàlâên ea mettài)t d'aboté «/ et jd/ « IsL pbice de 
s' et^W, puis intégrant par rapport k /, est eimdte jms npport 
k s. - . ^ — ''■-*•. 

Dans les liqoîdes hétérogènes, cette quantité q variera d'un point 
à un autre y et devra être donnée en fonction des coordonnées du 
point aw{uel: elle répond; Hàm un Uqiïide honogène et à très peu 
près inoomiHressiMe, ou pOuriit la considérer comtne constante, ainsi 
que la densité. > . : , v» 

(^).^^8i la partie A' db liquide enveloppe B de toutes parts, il hu^ 
dra^pie les pressions résultantes de' Taction de A sur toute Fétcfndue 
de B fittsent équilibre ai^ poids de-B et aux aufrea. forces donâëés* qui 
agissent sur sa masse^ Qr;^ dans le Mémonre déjà cité (n* ta), j'ai dé- 
montré que les'foroes tangeritiellesi T et T' et ht partie N"^^ de la ferce 
normale, appliquées à tous ha pmnts de la sùtfâce quelèonqiie de B, 
se détruisent d'elles^tnémefr; et en -prenant potar B une sphère d'un 
très petit tayoD, j-âi «oasi^llit voir comment la considération de 
réqûilihre des forces données et de la pression normale et inconnue p, 
ccmduit tax équations coniMes de raydroslatique» Ces équations dé^ 
terminent, comme on sait > la valeur de p relative à un point quel- 
conque de Tintérieur du lfc)uide, en. fonction de ses coordonnées x , 
j^, 2> d'après les (ûrctè domiées qui agissent en ce pbiirt. Si ces forces 
se MduuenI à k pesanteur, et qu'il Vagisse d^ua Ûquide homc^ne , 
Texpression de /^est skaplement 

eA^pvananti^ â positives^ vfrticalea.eien sens ooalraire de la pesant 
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54 . iHDftUTELLE.TOtOlUB : ; 

teur, désignant par p la densité du Uquide.^i|Ja09;}A.9en9tteii9^et par- 
c unç constante arbitraire. 

Supposons qu'on ait pl<mgé ômob oe Kt}à(\lé-un tube quelconque, 
et qu'ensuite on ait versé au-dessus àe ce liquide , dans l'Mj^t^ii^pwp 
du tube , un aufre\Iiqpaidê ln^uioçè^e ; fixmt nous représenterons la 
densité par p'I La i^leiir ^e ^.aura liéîî pour «n point quelconque 
M du premier liquide situé en-dehors ou en-dedans du tilbe> imd^ 
un tant soit peu éloigné d^ sep parois' et.de- U surÊice de séparation 
des deux liquides. En désignant par/?' et sf ce que deviennent p et z 
x(êià^ftmmAf.s^*uu/poiut M^dn MtendJi^de/'aitiiéà Me diiiknoe* 
sckïsiUb dé ses ^eta^tutoGKk sUpériMMet wfémumi^etierpai^ 
dfi 'tcfbe > «1 -iium. > «^ •■ i , .;.. >, 



l:;'» j 1 



C* étatit tine. .cpnstaj^je jy^itr^irç ,4iflief;çp*e ^Ç iç. . , . . r ^ . ■ , ' 

le rayon d'activité moléculaire , afia que l'expression .de p toUl «p*» 
P!i!<»¥e.- SupposqM ^^ ffuii«« le.p^HDt A£,a4se4 ^M^<du: iHbe >ôar 
qu'e^ç^e^tef^ifi^, l9,sunr£f^jli))pe,4u }iqw^,#oi(, a«B8»|)}emfenl ]il«iMi 
f t . Iiorizont^lo. F;ir^ )<» .poiqt A| ^: nw^nM^ un,. pU*>> iwMpMHot»! ; ip»r 
ÇÇ ,pN», ^F'pn» HU çyUndï* yerti«a»i qw Mm.leonioé pw l« 
$urfiuw h^ri^nt^ dn. Uqqi^e;, iqiiç jat»»» «ppdtevoo» €> -et êmà^h 

p« exprim^a, >:aflti^ .. ^a li<)«adft inférieur «ir, C > laqMlle ftiro» 
wra„yeilic4e «t.dirigwia.lMS 4i»/hati|;;«|<«iiiiiéQM tanps, Ç «em 
pous«é «A liens «(oql^^ur^ pur wi« fotce EI«,», Vm 4oiigiMièt pàe Qla 
pressa ;4taioq^l)ériqiM! jMipiH>r^ 4 l'iiwil^.d» «w^. De pin» y 
quelle que. so^ 4a;,«iurialion 4iel«i:d«n6itç «nimnik.l'^pusjitm d»ik 
coucV super^4â«U(( (Jpiyj^jq ,&ij( pfu>t^k i;a<»i«A ^ (Kttte Ooirishe sur C 
consister» ;en. des foçcef .qui e^nwst.deitt!» «^ip 4gkl«^et;iifiiir»ir^ 
et se réd^TO conséqww»n»a»t .à ^pK ^ 4piW «»iN(gli«OrJ« ipwdt 
de C comme insensible, il faudra , 'ppw ^''«qttil^' 4«( MttS' pflift 
partie du liquide, que les forces contraires p» et II» soient ^[ales, 
ou qu'on ait /> = n. D'un'àtttre~<i6té", fci nous prenons le niyeau 
du Uqfiide9n749)|9i9jdift|alM,i4p«ttciepb|kcltti»fet^, 
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DE b^àCFION QAIlUiMRE. -. 5S 

MJ^i»^i /^.«:<t pMriia |MsttfO)i ,d«.|^t/M [qu'unotîntc/^rfrapt 

.;,;.,.;.; /■ -.i ; /^ '•**»==• lîï^^i-^cffr '!> --.i ?>• I • . <) . If- » î w' 

:,.,. .... >; '.^ ''. ; , • /- ,'^^'-n .'m! * .•:'.^ ÎI(»/ o:>.:»:i:. 

JTM» d« .ce l«toÎ4ley;^t xiiogAtîvp |>^wr:le8 pabita.mlwésiiaiiivde^ottl. 

l'iotérieur du tube^ savik mrfiwdftMfiOtidiliipikk»^ «tfflona^tqn^é- 
rons les ordonnées xf k partir du même plan horizontal et dans le 
même sens qu^e^ ordpttnees z^ fnais ncfns. n^ pmirrçns pas encore 
déterminer la constante (/ que renferme Fèxpression de p', et dont la 
«ilcur>défle«dtâjd^lèelte prêsaka^ dé pmÂ do fiqindè>siipérie«iftt' ' 
^i (iéj« CrèB;^fai ^râiqeJiit! ffpabatiôn de deoK B^des «upèrposës, 
im eotydéDsaftîoiii^^ariQ tpès . i^pîde^ en torti^ qtte ta ^^nsité 4e 
tfàa^p»: lâfaidê fefvt ébif »tite dîtférente U kt svnrfàee-^'méttie ef il yne 
profondeur insensible. La loi de celte yariatioilfiest^cMtiuè) V!omiiié 
celle de Faction moléculaii^^ de laquelle elle dépend; mais cela n'em- 
pêche pas qu'qift n^ pui^ ^mei;'M éqtiatio^sf 4^éqt^i|[>re relatives à 
la coudie d'une épaisseur insensible, appartenant , en partie^ k chacun 
4ts^*é»i»xi\^}aiAé9i'^t^^^^ d^dvfseTéquhtiùrt'd^ lee^ surfait de 

%ëp«Mtion;4tKrtlia^idiitëiMlnktién iest l^Kjet t)Hhdj^ de ce clâpitfé. 
'• IP^rai^ delii('^)tnnisp<iM<>ns it point M ffès yrhs de. la surface de 
'O0|ilact HOB f%. 8) &é6 ^deus D^ttMés'côméthis datis lé knhé ^oe 
^dtiè ^eoÉ Hi d éro tis/ Pu ^nî hf ^ éftttissôtis mt cette surface tkne per- 
fMrdi^ttfaareîqui \% «edcotttm c^ «à p^yîàf O , tt se * plrôlonge jusqu'au 
péfnt'M'ikiMdMd Auidè> aus^ très mpj^odt^ de AOB. Diri^otis 
celte 8ttt(Sa(oe -éto «ététoeAs '.in(ii»itnèM petits , terminée -par ses dbu^ 
«^Widn tf^[Ms^4e^'M«irbtiiP6^; ^> tbiis liMfe '^int^, élevons de^ 
normales ffén" ' ^omfeMWdes ^-stlrfi&ees - dtéveloppables , par lesquelles 
léé'flëtix hqtiiéeë stÉptitpdsé^ ^ trdûverotit décomposés eh fflëts d'une 
éfiàisséurittftifttieirt petittt^t taiiltle. Fét fes* pointfs'M et M', tra- 
eonà den àxifficm CM^^ CWty, qni'cdtipéût aussi à angles droits 
ttrufësi )e»*M!rmides b la 6tit*ft<i« AdS. Aj)pe)ônë ;A' le^liqtiide terminé 
p»'^ariO /'hf*'^éfêSf feii^it Ïjbii^^'littite'^iEJWBVB 4a coùcié liquide 
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56 - 3M>UVBLLE THÉORIE 

compme entre ces deux râpées, C le fifet tâOÊÊtôt 9 ,^eÊ ei m* if» 
bases ou les sections tufrnules de ce filet ^foi répwtidént aux 'pàtaU 
M et W. Quoique les distances.]^ et M'O de ces deux points à la 
surface AOB soient insensibles, on pourra cependant Jes supposer 
assez grinides pour que les adicMiia de A et A' sur Ciiitè s'étendent 
pas jusqu'aux points où les condensations des deux- liqiafides Tkrient 
très rapidement; c'est-i-dirè quV>n' pourra considëiter M et M' comme 
des points intérieur de ces deux jiquides, el déterminer, en consé^ 
quence, les actions totales de A et A^ sur C par les formules dtr n* û!L 
Alors p les composantes de Taetion de A seront 

la premiërt étant noiMale et iStigét de M yers M'/et les deux auAros 
.tangentes à la su^Mse CMD.. Eh désignant par ^ te que deyiènt la 
quantité q relativement au liquide éupériéur, et obsenrant-que les 
courbures de A et A' sont sensiblement épdes, mas tournées' en 
«ans contraires , On aura; 

pour les composantes de l'action de A^ sur C; la. premiàre 4kîgée' de 
M' yers M, ou en sens contraire de la fotoe normale prépédèirfep. et 
les dernières parallèles aux deux autres forces. Lei^cpotdowiée» x 
et jr sont parallèles au plan tangent en M « la^urfiioe dlD, et^par 
conséquent les mêmes pour leaden^ points M et Sfj les quanlitéi f 
et p' sont déterminées par le numéro précédent. Vou4 représentiroiis^ 
en outre, par T0p Qdi#, Q'a», lee composantes dis Vaction exercée par 
la.couche B sur le filet C qui en foit partie ; la preknière de q^s forces 
étant normale et dirigée de M vers M'^ çt le^deux^bcmèrep iraraUjUjei 
aux axes des or et des ^, comme les autres forces tangenli^elles^ 

On pofirra négliger le poids de € par rapport à.ipes f|i0ertntes 
forces I à c^use que sa longueur MM' est insensible., et reg;LVf)er ,' par 
la même raison, le rapport de e/ à a» conone ^al è.Iunité* Çele 
posé^ pour Téquilibre de^C, il faqdrUk que la^OHUne'dw forces pi:éoér 
denteç soH nûllç, #ÛT«pt t:baqfie*div«^9,;ie(» qpi^^ûfuif:^ itrojs 
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équations: ^ , ' ^ * 






\ 



» 

U ne restera donc plus qu'à détermiaer les valeurs de P^ Qj» Q'^ pai^ 
ua cdcul analogue à celui des n^ aa et a3, que nous aUons^ exposer 
sopdibteaiient. 

(^7). Soit j» un point 4e C, et m« np point de B» DésigQQPS pai^ 
^ et *^, les perpendiculaires Mm et M^. » abaissées de Ces dew: points 
sur la surface CMD. Ces deux droitea lombanl d'un même c6të de 
cette surface , tandis que dans les numéros cités Ifes perpendiculairei 
s et sff abaissées iles points m et 7»% tombaient de deiut c6t^ dif-^ 
fetens » il Êiudra d'abord changer s' en «~ ^^ dans les formules de 
ces numéros. De plus^ si l'on déoompoee B en couches infiniment 
minces , qui coupent k angle droit les normales à la surfiice ÀOB | 
la condensation du liquide variera par degrÀ insensibles ^ dans toute 
l'étendue de chacune de Osa coucbes ; mais p d'une couche à une 
autre^ elle 'fariera très rapidement > comme il a été dit plus, haut* 
D's'ensuit que^ rebrtivemeilt aux perpeasdicnlaires ^ et ^^^ la £6nc^ 
tien tfui exprime là loi dé l'action moléculaire variera aussi lite 
rapidement^ él ne pofurra pkia se védnire ea sécie convergente op« 
donnée suivant knra puissances nt ienars. produits. Tontefois , Cette 
fonction sera toujours sjviétcique -par rapport- à ;^ et j^ ; kp inté-» 
graks relatives à tea deux variables auront ks mêmes limltiw aétv 
et /, en désignant par Z Téptoissettr MM' de B; par conséquent ^ cette 
doi^^le intention fera disparaître les termes qui auront pour fin^r 
teur k difienence s^r-^s^i et cek étante au lieu des formuks (a) f 
on trouvera sans^fEculté ddks-cL: > '^ i - ,;1 ^ 

en fiùsant, pour abréger, - • 

6 
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et désignant par R, une fonction de. r, ê-f s^ , <ivi deviendra insensible 
pour toute valeur sensible de r. 

Cette fonctioïi K. variera aussi très rapidenàénTàvec^ et avec f, , el 
de la même manière par rapport à chacune de ces deux variables; elle 
changera de forme dans Tétendue des intégrations relatives k^et à' s, , 
selon qu'elle proviendra de l'actiotidu premier ou du second liquidé sttr 
lui-même, ou des molécules de l'un sur celles de l'autre. Ainsl^ elle 
sera uHe certaine fonction S pour les valeurs' de x et ^, , totffes éeax 
moindres que MO ; une autre fonction &f pour les valeurs de s ets^ ,, 
toutes deux plus grandes que MO; et une troiatème fonction S. , quand 
Tune des deux yariaUes s et^^ sera plus grande et l'autre plus petite 
que MOi Mais ces- trois fonctions S, S^, S,, nous étant inconques »- il 
feudra considérer Çi comme une quantité dépendante de la nature des 
deux liquides, dont la valeur ne pourrait être donnée que par fl'exr- 
perience. 

(a8)* L'épaisseur de B, quoique- insensible, powant être néaur^ 
ii^ns plus ou moihs grande, on pourrait croise que Tintégitde xe-^ 
présentée pai^^i change de* valeur ayec /^ et, par.suitû, queJes équa- 
tions' (3) dépendent dé bette quantité arbitraire, ce. qui serait, absurde. 
Mais il est facile d^ prôùver:que lesvariatioRsdoniila goandeur de (.est 
susceptibles n'influent pas sensiblement >sur k.Taleuff 4e q^» 

En effet ,rsoit M'' un point de ^^sitné8ur b pfoloa^ment de.MM', 
et tel que M'M'' soit inaeçsifale, mais plas.grandiqi^e le ra3wnsd'actir* 
Tité méléieulaire. Déagnons M'M'^ et. MM'' pair t et P, en. sorte qu'on 
ait i'^«i-4-ej àcau^e de^la symétrie de R.N paq rapport à jr^t ^^1, 
nous liur(>mi''i^-- in . . . t»'" i ,, i -. . ..l ■ t. '.. . 

Si nous faisbiis 

5 = 1 — 0:, s^^z l •jfrj^i,, ; ,. .. 



(4) 
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DE UACÎinNlCàPILLAmE, 5g 

ri r^+^p dsds, _ ri ri^ âxdx, ' ' - • ": 

Joji ^^^n^'^JoJo^^—-/ 

«t d'après cette vajetir de'r* él l'hj^yôffcèse du n* 26 , sur la grandeur 
de MAT ou l, les intégrales relatives k a: et Xt ne con]pi]|*evr4i^nt, pfii^ 
les valeurs de R, qui varient très rapidement. On y pourra donc 
considérer hk ibnciion R, çpti^me indépendante 4e .r et de a:, en-de- 
hors de r ; on pourra aussi étendre ces intégrales depuis a: = o 
et JCi==»o jusqu'à ^^=^^. ^t a:i,==sQD : cela ,^pt ,; 01^ fiurf^ ^. , . . 

et^ par liç. calcul du n^ 24 9 on réduira cette intégrale .triple à une in- 
tégrale simple; d'où il r&ultera ; .. . 

, ,Sbit encore,. , ,\ .■ . ; .. •;.;,, -. -^ -^ -. .;.... .1 

nous aurons . , _. , .^ _-. = , 






\ » 



et, dans ces intégrations^ nous pourrons considérer R, comme une 
fonction indépendante de r et /, en-dehors de r. Alors, en désignant 
par R. une autre fonction de r, qui devienne aussi nulle pour toute 
valeur sensible de r^ et supposant qu'on ait 

Ri = — -^r. 
ir's'eusuiyra- 'm .'[ / •', ^^;' ■-''': ;.'-...•' • ». -• •. -:i 

h.. 



Digitized by 



Google 



6à . 1!f 0I7TELLE TBÉO^XE 

et si Ton intégre par partie^ d^abord par rapport à u, et enmte par 
rapport à ^, on en condura 

Oft aura donc 

éqnati<»i que l'on transformera^ î>flr l'analyse dn n^ 9^ en célleKri : 

Cela posé, an moyen des éqnations (i^^ '^) et (6)',tion8 anton» 
finalement 

la quantité r contenue dans les intégrales tripks étant donnée par 
Féquation 

comme dans l'expressïou de ^i-'Or, on voit par )k que le changement 
àe lent ne fait varier Tintégrale représentée par 9,. que d'une quan^ 
tité insensible I ajnuftpour factettrc, et de Fordre de celles que nous 
ayons négligées da^s les équations (3) ; ce qu'il .s'agissait de yé^ 
rifîer,.' 

(2^). lïe substitue dans les deux premières équations (3), les valeurs 
trouvées pour Q et Q' j il vient . 



{ A 



ce qui montre que dans l'état d'équilibre de deux liquides âmpecpesés, 
la quantité q 4- jM^i^est .^coiMteiite dàlte toute l'étendue de leur 
surface de contiact^ Nous ferons ^ 
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et nous regardat>ni G oonme .TUM:4jpi^iilité 44p^9i|t« de la ù^ 
tiere, etile la temperatare de Fun.et l^autre liquide^ dont le signe 
et la Y valeur nmnéncpie seroiit dpnnës'd^ns chaque cas parti- 
caUer. * 

Si Top applique les valeurs de.^ et p du rfi 25 aux. points ÎJ 
et M' de la fîgure 8^ on jr pourra faire z':^ z^ et cpnsfdérer z comme 
Fordonnëe verticale du point quelconque de Ta çuriEacç . de sépa- 
ration des deux liquides. Substituant ensuite. ces valeurs ef celle de 
P dans la troisième équation (?) ^ on aura 

poar iVeqoalkÉi .coonvpK èi tèpe leé poitris *d» cette suffaoe.qnt ne 
sont pas compris dans la sphère d'activité du tube. On se somrieadba 
que ^ plan ^esjf et jr esjfc f:elui^du niveau du ligmde^ipférieur ennle- 
hors du tube^ que Taxe dés % positive est dirigé encens contraire de 
la pesanteur , et que chacun des rayons de courbure A et Â^ est re» 
gir(lé comme f>psitif ou cbriimié liëgatif /-'semoir qvf^ ^potfit 'la 
ligne de courbure à laquelle il appartient tourne sa concavité .c^,$|^ 
convexité en -dehors du liquide inférieur ;p ou^ .ce qui revient au 
tnèmcj^ en-<iedans du liquidé s^P^neuc. : . 

D'après la théorie connne de la courbure des surfa^ces . on ^una 
alors- 

7 *+• 37 = . ' ^' r f ^ . , ,. . . , . , . (^j 

etifoAr ^terminer iië «igné %4b dénominatenr> qui^s^ umbîgu, oa 
eoneerriBy piar le point doiit ies cgoivdoDiiées sont x^j^a, une mmr^ 
mole ein- dehors du liquida infiéneur et «me verti^n^ en Mns 4roQ«> 
Ituiff^ ide-h peÂiitetir t le .dénopiinsteur devra ^étrè positif ou mé^ 
gatif^ selon que ces deux droites feront un^angle aigu ou olrtas. En 
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substituant cette yaleur dç;r' -|a.-y, ditpsl'éqtvatioii prëctklente, on aun 

rëquation de la surface de séparation des deux liquides, dans la- 
qnaèlle'il restera encore a dëteitoiheip la cdbbtaiife îfr !-•>»• 

(5o). La sur&ce libre du' liquide supérieur, qui lé séparé du ftuîde 
atmospliénque , est évidemment, à l'égard de ces deux fluides^ ce 
qu^étalt la surface que nous venons de considérer, relativement aux 
deux liquides contenns dans le tube. De plus, en payant de ceux-ci 
aux deux autres, les pressions p et p^\se. changeront irspectivement 
en p' et n. Si donc on désigne par H ce que G devient par rap- 
port au liquide supérieur et au fluide atmosphérique., par f« et /i^ 
les rayons de courbure principaux en un pomt quelconque de leur 
surfisice de séparation , par jS' Tordonnée verticale de ce même point, 
et par «Ma densité de 4^îi^r] îl^uffira. de reuîplacer^^'X, X', II, ff, 
p, p', z, dans l'équation (7) , par U, /i, f/, c',n, p', J^, j^, pour avoir 
l'équation de la surface libre; du liquide mféneu». Cette ëquatioii 
Jtera donc 

jçt la v^ifr de - -f- r? se dédaipsi <!« ceU* di?.- rf- 77» «A y db^njBeant 



« en jb'. 



Le volume terminé parles surfaces qui repondent aux équations (7) 
et (9), et par la surface intérieure du tube , sera une certaine fonction 
de Ta constante c' qui entre dans ces deux équationsT. En égalant cette 
fonction, dans chaque exemple,. au volume du liquide supérieur, 
dont la valeur numérique ^era, donnée,, on obtiendra réquatjon qui 
servira à déterminer la Valeur de &. 

Dans le cas particulier où les deux liquides que le tube renferme 
seront de la même matière et n'en formeront plus qu'un seul, on 
aura p'=ê;:p, 9^=7; il n'y anraypltas^;vviatibn rapide de idnirïtë 
^près de leur «surface de séparation:, et la quantité: R| , qui entre dans 
rexpres»on:de 9, , pourm être i^emplaoée par là quantité' R ,- d'où dér 
pend la valeair àe, q : en mettant ly.is^ s^, an rlieude ty f,J\, dans 
i^'équalMm (6^, on en çondura, ■ ". ; , v 
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i r • 

o^ sensiWemçnl 2,^ ~^j,,4*^priès les qi^p^^^^ 3 pi dfi g,, jjçs 

a?' 34. pt 37. On,âqri>.49,BçG===o/Piè p^us,^ 1^ yiile|^r de/? du n^^^^S 
devaut alors convenir ^ tous les poiats des^ deiiy liquida ^ et çpïncir- 
der^ par conséquent I avec celle Qe,p%: il -jf^udra qu'on ait c'= c == FL 
Au moyen de ces valeurs de ç', G et c'^ l'équation (^) s'évanouit j ce 
qui devait etfectivement arriver^ puisque^ dansrce cas, fl n'y a plus 
de condition particulière d'équilibre à Ta surface de. 'séparation, des 
deux liquidées V qui sont les deux paiiiès d^un mènie fluide. En mèoie 
temps, l'équation (9) devient 

^pW.>)g«=:lH(i4-'7)7 (10) 

en employ^Utla li^ttve ^,rau lieu d^ z^ Ce $pr% l'équation de la sur- 
iface libre du liquide unique contenu dans le tube. 

On par\*îeqt au- même résultat en faisant f '. = f^^ c'zszIl^GpsiU, 
dans rcquatîôn (7); pe qui ,'rcvient à supprimer le liquide supérieur, 
et à supposer .que KatmospKèré presse directement sur le flmde m- 
férieur. Si Ton supprime, au. contraire, le liquide infierieur, et qu*oli 
le remplace par le fluide atmosphériqiie, il faudra faire p = cT et 
G=H dans l!tttuation (7); on aura alors . 

où Ton a changé le sfgne eu dernier tètmé;' arfin qtre chacun dés 
rayons A' et A'^ soit 'positif ou laégatif , selôb qtfè Sa ligné de *cour- 
burè k laquelle iF appartient tournera sa concavité on sa convexité 

eurde^ors du liquide qui subsiste , et que la valeur de ^ -f. 4 soit 

donnée par la formule: (8), ea suivant, pour le ngnéde^wn^téno-* 
ntfinafeew, k ràgk dnimniâro précédent; , 

(Les éqoÀtioiist (9) ttr.(ix) seroiit.oeUes des 8ur£io»s supérieure et 
iftlinri^re d!iinr li^tiidi^ |malnt, pressé: d|e part et-cTautre par l'atmois- 
jpker^^gt BUffâskdv^^ ii^uilîbredanaJnn tabt de'ibmie quelconque; 
JUl.pMBUifle Cc] ^^âtœifijiiriA'^iCOaime. oà Tardit^touli à j l'Jieure , 



Digitized by 



Google 



64 • SOCVÊtiLE THÊOlilE 

d'après le volume du liquide ; le plan des a? et ^ ne sera plus dé- 
termint^, et J'on pourra le choisir arbitrairement, poujr?u:qu^ soit 
toujours horizonlal. iToutefois, si la surface supérieure est un plan 
horifeotital {ûdéfiiiiment prolongé, le V^olnme du liquide ne sei^ phis 
donné ; hiais, en ptënant ce plan pôttr ceïui'des x el jr^ on aura 
âlots (^ zsz ù t±=ili {ù"" ^5). Ce cas dura lieu lorsque le tube, au lieu 
d^ètre immerge paf sa pailié inférieure, sera adapté ^ par son autre 
extrémité, au bas dun Vase d'une trè$ grande largeur, pà le li- 
quide s'élève à une hauteur quelconque. £n mettant p au lieu de 
p\ l'équation .de la surface inférieure du liquide contenu dans ce 
tu]be sera donc 

et l'on voit qu'elle aura la même forme que l'équation (lo), qui ap- 
pài'fietit à là ^urfhcé supérieure du liquide 'dans lé cas de Ilmmersion 
du tubp. 




cependant pas inntiïe à^ modtrer que Ton peut aussi la déduire de 
l'équilibre d^un iSiet cyUndrique. !l^ar là ,• nous feront voir , d'une 
manière nouvelle, la nécessité d'avoir égard à la vacation rapide de 
densité, qui a lieu près jde la surface d'un Jrquîde^ et i^us mettrons 
en évidence la quantité que Ton néglige et l'erreur que l'on commet, 
lorsqu'on ne tien^ pas compte ^q cet éléiuept essefitiel de I,a question* 
Pour plus de simplicité, nous supposerons qu'il n'jr ait qu'un seul li- 
quide, que nous pl^rpns dans le vide^ afin de n'avoir pas a con«- 
sidéref l'actjon mutuelle des iÀolécule$ de Xw atmosphérique et de ce 
liquide, tl'àaalyse'iiuïvànle Rappliquerait; également au Cas de la suN 
faô» de «épv^atioii de deuK fluides qoekonq^^ 

Soit toujours (fig. g) un point de Im snrâiée fibire AQB )du It* 
quidei> silité à «né distance aéasibb 'd«s parois du tubtw âcât Œ un 
filet nbrmal et ojrlindrikpae ajnairt pour Imm. un éM^eat âi tfe cette 
$«ir&6e. Piar wnjpbiiiit T'a(>partttiiiiit^^ ce fikty et atfé 4 «ne di»r 
tance iiùsensiUe dé iasiuiue^ tteMvua ;dw Ofy p ii^<ttèh w pkn 
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60D tangent en 0. Supposons^ néanmoins, cette distance assez 
grande pour qne Faction du liqaide indéfini , terminé par le plan 
C/FÎ)', sur le filet FO, ne s'étende pas. jusqu'aux points où la densité 
varie très rapidement. La composante de cette force, perpendiculaire 
au plan CFD' et dirigée du point F vers le point 0> sera égale à pc» ; 
et, k cause que l'on suppose nulle la pression extérieure n, on aura, 
d'après le n^ 25 , 

pz=: — fgz; 

z étant l'ordonnée verticale du point F, où, si l'on veut, du point 0. 
Appelons ^a Faction exercée, suivant cette même direction, sur FO, 
par le liquide compris entre le plan CTD' et la surface AOB. En né- 
gligeant le poids de FO, il faudra qu'on ait 

/? + -w = o, 

pour l'équilibre de cette petite partie du liquide. Lors donc qu'on 
aura déterminé convenablement la valeur de ^9',*cette équation devra 
coïncider avec lequation (io), en faisant dans celle-ci cTso, et* 

réduisant kq + q^\e coefficient - H. 

(3â)« Four obtenir cette Valeur, soit M un point quelconque de 
FO , et M' un point du liquide environnant compris dans la sphère 
d'activité de M. Désignons par t et t' les perpendiculaires abaissées de 
ces deux points sur le plan COD. Soit r la distance MM', u sa pro- 
jection sur ce plan, l'angle que fait cette projection avec une droite 
fixe , menée dans ce même plan par le point ; on aura 

Les élémens de volume qui repondent aux points M et M' seront c^dt 
et ududifc^ , et Ton pourra représenter leur action mutuelle par 

K'œududtdtfd^; 

K élant la mesure de l'action moléculaire, rapportée aux unités de vo- 
lume et relative à la matière du liquide autour de ces deux points. 

Le cosinus de l'angle M'MO aura pour valeur . D'après cela , si 

l'on prolonge la perpendiculaire MXî , abaissée du point M' sur le 

9 
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pian GOD, jusqu'au point G/ où elle rmeonlre lé pfam GViy, et jus* 
qu'au point K où ^e coupe la surface AOB; si/»de plus, oo appeUe 
/ et ^ les longueurs des parties GG^ et GK de la droite GIL , on 
aura 

en regardant comme positive ou comme négative la force R', selon 
qu'elle est répulsive ou attractive, et la quantité ^, suivant que le p<Hnt 
M' tombe entre la surface AOB et le plan tangent COD , ou entre les 
deux plans parallèles COD et CTD'. 

La valeur de cette quantité ^, qu'on a déjà plusieurs fois em- 
ployée, sera 

Ç = Qm» cos* fl -4- Q'm* sin* ô + Q V cos 8 sin fl ; 

Q, Q\ Q", étant des coefficiens indépendans deuel 8, dont la somme 
des deux premiers est 

en désignant par \ et A' les mêmes quantités que dans lequa* 
tîon (lo). 

La quantité R' sera une fonction de r qui deviendra insensible 
pour toute valeur sensible de cette variable, ce qui a permis d'étendre 
jusqu'à llnfîni Tinlégrale relative à a ; elle dépendra en outre de la 
position des points M et M'. A Tégard des coordonnées de M' pa- 
rallèles au plan COD , elle variera par degrés insensibles. En leur 
donnant le point pour origiue, on pourra la développer en sé- 
rie convergente , suivant leurs puissances et leurs produits ; et si Ton 
s'arrête à leurs premières puissances inclusivement , les termes qui 
les contiendraient, disparaîtront par l'intégratioo rdative à Tangle 6. 
Mais R' variera très rapidement par rapport à la variable ^ ; et si 
nous désignons par a la perpendiculaire MX abaissée du point M^ 
sur la surfiBice AOB, R' variera de même par rapport à or , et sera 
une fonction symétrique de t et cr. D'ailleurs, on aura, au degré 
d'approximation où l'on s'est arrêté , 
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eh désignant par R, ce que deyient K quand on y met ^au lien de ^, 
et les parenthèses indiquant qu'on jie fait pas vacier r dans k difië- 
rentiatioô relative à /'. A ce mèsne degré d'approximation, on anra 
en nséme temps 

P et p étant les valeurs de R, et de r qui répondent à ^ = o. 
L'expression de nar deviendra donc 

J o J oj o f 

A cause que R. est une fonction symétrique par rapport k ê et i^, Tin* 
tégration retative à ces deux variables fera disparaître le premier 
terme; et en ayant égard à la valeur de ^, et effectuant les inté- 
grations relatiyes à 8 , on aura simplement 

où Ton peut remarquer que la quantité R. est la même que celle qui 
entre dans l'expression de y, (n^ay), en mettant dans celle-ci l — ^ et 
l — ^ à la place de ^ et ^,. 

Le premier terme de cette dernière formule exprime la partie de ^ 
qui provient de l'action du ménisque compris entre la surface AOB 
et le plan tangent GOD , sur le filet 0£ ; le second est la partie prove- 
nant de l'action du liquide compris entre les deux plans COD et 
C¥D\ sur la portion OF de ce filet cylindrique. La fonction R, va- 
riant très rapidement , par hypothèse , avec la variable if qu'elle ren- 

-rr ) extrêmement 

grand par rapport à R, , et le second terme de v comparable au 

9- 



Digitized by 



Google 



68 NOUVELLE THÉORIE 

premier. L'erreur de la méthode que nous ayons rappelée au com-- 
mencement du chapitre précédent, consiste donc en ce qu'on y néglige 
le dernier terme de 4r, ou, autrement dit, en ce qu'on y considère 
comme nulle Faction du liquide compris entre les deux plans paral- 
lèles œD et CTD', sur le filet OF qureft fait partie. Il reste à faire 
voir qu'en ayant égard à ce dernier terme, l'équation />-]-^=t ^ 
coïncide avec l'équation (lo), qu'on a formée d'une tout autre 
manière. 

(53). Soient p et (/ les volumes de deux parties très petites du li- 
quide , comprenant respectivement les points M et M^, qui en seront , 
par exemple , les centres de gravité. Supposons leurs dimensions in- 
sensibles par rapport au rayon d'activité moléculaire; leur action 
mutuelle sera le produit p(/R', et l'action totale du liquide sur v^ dé- 
composée suivant la droite MF, aura pour expression , 

r ' 

en étendant la somme 2 à toutes les pai:ties s/ du liquide qui sont 
comprises dans la sphère d'activité de M. Désignons par )i la densité 
du liquide qui a lieu en ce point, et par ^' la composante de la pesan- 
teur suivant la direction MF; pour Téquilibre de la partie insensible 
du liquide- dont le volume est i^, il faudra donc qu'on ait 

équation qui détermine implicitement )i en fonction de t\ mais dont 
on ne pourrait pas déduire la valeur de cette densité sans, connaître 
l'expression de R', qui dépend elle-même de cette inconnue. 

Je rétablis le facteur i^, et je multiplie par t le premier membre 
de cette équation , puis je prends la somme de ses valeurs relatives à 
toutes les parties sf du liquide qui ont leurs centres sur le filet OF ; 
il en résulte 

Sg/^^t; + 2 ( 2R' —^ s^^tv = o. 

Le premier terme est le poids de la portion du liquide à laquelle 
se rapporlp cette nouvelle sommation, décomposé suivant la direc- 
tion MF et multiplié par la distance de son centre de gravité au 
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point 0. A cause que la longueur de OF est insensible , 'on peut 
négliger ce produit par rapport au second ternte; de plusV diaprés 
ce qu'on a dit dans le n^ i3, on peut aussi remplacer dans celui-ci , 
p et (/ par les élëmens de yolume infiniment petits ûfdt et uduM^ 
et changer ensuite les sommes S en intégrales définies. De cette ma- 
nière y on aura donc 

la seconde limite de l'intégrale relative à € étant l'infini , parce que 
le liquide s'étend indéfiniment, ou du moins à une distance sen- 
sible, au-delà du plan CTD', et les autres limites étant les .mêmes 
que dans la première expression de 0m. Eh négligeant les quantités' 
du même ordre que dans les calculs précédens, on pourra mettre 
Rj au lieu de R', et remplacer par zéro la première limité — ^ de 
l'intégrale relative à f^; effectuant ensuite l'intégration relative à 8, 
et supprimant le facteur « , nous aurons 

on, ce qui est la même chose , 

J o J oj o r 

+ ""^/o^/o'/r^ ^^^^^'^^ o. (i5) 

Je fais dans cette dernière intégrale 

t^sl^s, t'z=zl^s\ dtssz^^ds, dfsszd/; 

la fonction R, qu'elle renferme se changera alors dans la fonction R 
«relative à l'intérieur du liquide; et nous aurons 

J O J oJ o r 

On peut négliger le terme qui renferme le facteur / en- dehors des 
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signes // et étendre, dans Fautre terme, Vintégnie relative k s jne- 
qu'à I%tifiat; mettaifet eneuîte u/, ms, uds'f uds, mi lien de s', s, 
ds'^ Âs^ il ea réittltera 

ou bien , en vertu de cette yalenr de r% 

çn effectuant les iutégratiaos relatives à ^' et à s^ et a^aut égard à 
l'expression de q du v!" a4* 
On a identiquement 

La symétrie de la fonctidn R, ^ par rapport à ^ et t', rend nulle la 
première intégrale qui renferme le facteur ^''— ^* sous les signes /; 
on aura donc 

et, d'après ees traurformations des deux termes de l'équation (i3), 
elle deviendra 

■'f'fX^' ^ •^-^<^'' = =«• (-4) 

Cette ^nation t déduite, comme on voiA , de la cooditieia d'équi- 
libre d'une petite partie quelconque clu jSlet OF, ex|Hrîme que l'action • 
totale du liquide sur ce filet, de longueur insensible, serait la même, 
soit que «on épaisseur fût variable, ou qu'elle ixx% constante : elle nous 
était nécessaire pour la transformation de la formule (la) , que nous 
devons effectuer. 

(54). En vertu de l'équation 
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aoiis «TOUS ' ' " 



W^y~ di '^ dr r ' 



^M "^ dr r ^ 



en faisant varier € e\ r dans -jr , et seulement ^ dans \-^\ On con- 
clut de là 

A la limite i' = o, on a R, =P, r=p, et à l'autre limite i!=:l; cette^ 
fimction R, se change en R^ si l'oa y fait . 

l — f = j, r»=w* + ^V 

En intégrant par partie ^ on aura donc 

et y par conséquent, 

et cjui change d'abord l'équation (12) en celle-ci : 

-y:/:y:(S'^^"+«-^)''"**']- 

D'après la valeur de r qu'on doit employer dans l'intégrale double ^ 
on pourra étendre jusqu'à l'infini l'intégrale relative à ^; en y mettant 
ensuite us et uds^ au lieu de s et ds, on aura 

d'où Ton conclura 
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En intégrant par partie relativement k u^ et observant que dans Fin- 
tégrale triple on a r' ss w' + (^— /)• , il vient 

on aura donc 

quantité qui est la même chose que — 29 — ^1 , en vertu de l'équa- 
tion (i4) et de l'expression de 9, du n® 27. Or, au moyen de ces va- 
leurs de l'intégrale double et de l'intégrale triple, contenues dans 
l'expression précédente de ^, elle se réduit à 

et l'équation /? -|" ^ ^= ^ devient enfin 

ce qu'il s'agissait de trouver. 

(35). Sans intégrer Téquation (lo), on en peut déduire une expres- 
sion du volume d'un cylindre vertical, tronqué par la sur&ce capil- 
laire, qui nous sera utile dans la suite de cet ouvrage. 

Par uti point appartenant à l'intersection de la surface capillaire 
et de la surface cylindrique , menons en-dehors du liquide des nor- 
-males à ces deux surfaces. Soient a, C,y,\es angles compris entre 
la normale à la surface capillaire et des droites menées par le point 
0, suivant les directions des x, jr, z, positives. Désignons par «', 
6^, y\ les angles que fait la normale à la surface cylindrique avec les 
mêmes droites , et par oi l'angle dés deux normales ; nous aurons 

cos ^.a» ûo^ A cos dt' -fr cos é côs ^'-f- cos y cos y\ 

3oit u une quantité positive, telle qu'qn ait 



dx^ ^ dy ' 
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é*ap]4s le» formolêtcôninies, on aura 

1 dz i» i dz I 

D'ailleurs y Taie des z étant yertical, ainsi que le cylindre^ oos^ sera 
zéro, et les valeurs de cosa' et cos €^ dépendront du contour de la 
base horizontale du cylindre. Nous supposerons que cette base soit 
située sur le plan des a: et j-^ qui est celui du niveau du liquide en- 
dehors du tube ; en désignant aloi^s par Y le volume du cylindre 
tronqué, on aura 

riniégrale s'étendant à tous les points de sa base, et la valeur de z, 
en fonction de a: et jr, étant donnée par 1 équation de la surface ca- 
/pillaire. En«yertu de l'équation (10), on aura donc 

et comnie , d'après les valeurs précédentes de cos a et cos 6, l'équa- 
tion (S) peut s'écrire ainsi: 

i) en r&ultera 

»(p-^)v=-;H//i^-^r- -nffi^^j.. 

Pour fixer les idées, supposons que la base entière du cylindre 
soit située ^d'un même côté de cbacuik des aices des x et des ^, et 
que son contour ne soit rencontré qu'en deux points par chaque 
parallèle à l'un de ces axes. Menons à cette courbe deux taogbntes 
parallèles à Taxe des j^, dont les points de contact diviseront sa cir- 
conférence en deux parties, et deux tangentes p^allèles à Taxe desr^, 
dont les points de contact diviseront de même cette circonférence en 
deux à\]lres parties. Si l'on effectue l'une des deux intégrations indi^ 
quées, on aura 

4-iH|/co8edir]— iH(/cosffdip); (i5) . 

10 



Digitized by 



Google 



74 .iNOUVELbE, THÉORIE 

et les intégrales relatives SLXonkjr^ renfermées entre des . parenthèses, 
se rapporteront aux partijes de la courbe les plus éloignées des axes des 
j-ou des œ^ et cêlles'qui sont contenues entre des crochets, aux parties 
les plus rapprochées. Dans ces intégrations, dx et djr devront être 
positifs'; 6f, Tangle €' est aigu dans la partie de la courbe la plus 
éloignée de Taxé dés j-, et obtus dans la partie la plus rapprochée;, 
ST donc on appelle ds Télément difTérentiel de la courbe, regardé 
comme positif, on aura 

dx z=z zkz cos €'ds , 

selon qu'il s'agira d'un point de la première ou de la seconde par- 
tie : on aura de même 

^ = db cos ùL^ds , 

selon qu'il s'agira de la partie de la courbe la plus éloignée ou la 
plus rapprochée de Taxe des x. Cela posé ^ on pourra réduire l'é- 
quation (i5) à celle-ci , 

g (p — cT) V = — - H/cos a cos a'ds — - H/cos C cos €^ds , 

dans laquelle les intégrales s'étendront au contour entier de la base 
du cylindre. A cause de cos^ = o, on en conclura 

équation qui aurait encore lieu , lors même que ce contour ne serait 
pas coupé seulement en deux points par chaque ligne droite, ainsi qu'on 
Fa: supposé, et qui fera connaître la valeur de Y, quand celle de cos at 
sera donnée en fonction de s. On peut remarquer que son premier 
membre est le poids dans l'air, du liquide homogène contenu dans le 
cylindre que Ton considère. 

(36). On verra, par la suite, que l'angle a» est constant pour tous 
les points de la surface capillaire dont les distances à la paroi du tube 
sont insensibles, et cependant plus grandes que les rayons d'activité 
des molécules du tube et du liquide. Si donc on suppose que l'inter- 
section de cette surface et de celle du cylindre vertical, dont le volume 
est y« soit pstrtout à une distance insensible de k paroi du tube , et 
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qtae f'M dëflij^ fbr ^? la loDgvciir entièm de son oôttleiir ^ YétfMtiaii 
précédente flmendnJ ;i.; 

g" (r -*- cf ) V = — iflie C08 « , 

ou, ce qui est la métnecbose» * 

A== — |Hcços«, (i6) 

en appekot 4 le poids d»Q5t I!air4-Un volume Y du liquide, . 

•Si la Burlace intérieure du twk est cett$ d'un^icyl|uidl^ vertipal,. f . ne 
âifSéi^ra pas fieiisihleoi^nt d|ii .<^ f^C^iop bo^zo^fti^e de 

^wtle fioràM^e:, et Â pourra éti?e pris pour le. poids du .liquida saulevé 
OfBL abaissé par l'action capillaire, selon qiie sa valeur sera pq^^itive^on 
négative. S* l'on ini^Une le tube de manière que la génératrice de s# 
surface et la verticale faseent un «n^le .aigu / , ce poidç A variera en 
raison inverse de cos i. 

En effet, appelons C le centre de gravité. de la section intérieure an 
tube par le plan du niveau du liquide ; par c^ point, menons trois 
plans ^ le premier perpendiculaire à la génératrice dii tube, le second 
parallèle à cette droite et passant par. nntei:section,du premier ei^âja, 
niveau du liquide , et le troisième perpendiculaire a cette même in- 
tersection. Prenons ces trois plans rectangulaires pour ceux des coor- 
données; et soient z^, a:', ^, celles ^'un point qinekxmqtte de la ^r- 
&oe capillaire^ respective«ient perpendiculaires k ees trois plans. 
L'ordonnée verticale z du même point , qui entre dans l'équation (lO^ 
aura pour valeur 

z=:«'cosî-^a!^sini; ' 

et cette équation deviendra 

Ôr , eô désignant par Y' le volume du liquide contenu entre Te plan 
des :]/ ët^ et la surface capillaire^ nous aurons ' 

et nous conclurQjBs «de l!équation {précédente m 

en reptédentaut Ipare et m lék.mèftiés qu fa wtit é i que dmoèl'équMian (i 6^. 
ITailleura, l'intégtide f ir1e&rWr^,^lMlM à l'am tnttiièeidbfk 

lO.. 



« V 

I 
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dn tobe^ sera nidle par la nature du point C ;' par la même raison , le 
volume du liquide compris entre cette section passant par le point C 
et le plan des af ety, se com^sera de deux parties égales et de signes 
contraires; par conséquent, Y sera équivalent au volume du liquide 
compris entre son niveau et la surface capillaire ; et, en vertu de l'é- 
quation qu'on vient de former, ce volume et le poids correspondant 
suivront la raison inverse du coéinu^e Tinclinaison du tube- 
Dans le cas de deux liquides supCTposés, si Ton désigne toujours 
par V le volume d'un cylindre vertical quelconque tronqué par la 
surface libre du liquide supérieur, et par ^ le même angle que précé^ 
dèmment; si, de plus, on appelle b l'aire de la base de ce cylindve, 
située dans le plan du niveau extérieur, l'équatign (g) donnera 
g(p'_jv)V = (c'— n)6 — iH/cose^dfr, 

par un calcul semblable à celui du numéro précédent. 

Dans le même cas, si l'on appelle Y, le volume de la partie du 
même cjrlindre, terminée par la surface de sçparation des deux li- 
quides, et ^ ce que devient l'angle û>, relativement à cette sur- 
face., on aura , d'après l'équation (7) , 

. g(p^pOY, = (n-c06 — iG/cos^rf^ 

En ajoutant ces deux équations, il vient 1 

^(p-J^)(V-YO + g(p-/)V-==-fH/cos«r/i-^ 

Or, si la surface intérieure du tube est cylindrique et verticale, et que 
celle du cylindi^e que l'on considère ne s'en écarte pas sensiblement , 
comme dans le cas auquel répond l'équation (16), Y — Y. sera le 
volume du liquide supérieur, et g(p' — /) (Y— Y,), son poids qui 
devra être donné et que nous représenterons par P. En»même temps, 
gip — cr}Ya sera le poids inconnu da liquide inférieur^ soulevé ou 
abaissé par l'action capiliaire^ et que nous désignerons par T. L'angle 
p sera constant , aussi bien que <» ; par conséquent , l'équation précé- 
dente deviendra , dans ce cas, 

P + rsss — |Hccosd»-i-iGc cosf. (17) 

L'angle o) dépendra ^ comme le coefficient H ; 9e la matière du tube 
etdecéUe du liquide t supérieur-; l'angle.^, comme le coeflicieut G, 
de ia matîèore dû tube et de U" matière dfis deux liquidas; . . 
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CHAPITRE ni. 

' Équation relative au contour de, la surface capillaire. 



(37). En général, dans une question de Méca.ni<]ue ou de Physique, 
relative k un corps, à une sur&ce ou une ligne, il existe, outre 
l'équation commune. ^ tous les points du système, d'autres équa- 
tions qui n'ont lieu que pour la superficie, le contour ou les points 
extrêmes. Ainsi , dans la question présente , indépendamment de l'é- 
qûation commune à tous les points dé la surface capillaire dont les 
distances aux parpis du tube surpassent, toutefois, le rayon d'acti- 
vité moléculaire, il y a une autre équation qui n'appartient qu'à 
ceux de ces points qui sont situés à des distances insensiUes de la 
%urfiice du tube. C'est cette équation particplière. qu^il s'agit main- 
tenant def former, soit dans le cas de la surface libre d'un liquide, 
soit relativement à la surfaçç itrommune à deux liquides superposés. 

Soit M (fig. 10) un point du liquide supérieur situé à des distances 
insensibles de la surface libre et de celle du tube. Par ce point, abais- 
sons des perpendiculaires MN et MK sur ces deux surfaces; suppo- 
sons que le plan de la figure soit celui de ces deux droites, et que 
les courbes Â^B et QKE représentent les sections de la surface du 
liquide et xle la surface du tube, par ce même plan. Faisons pas- 
ser par le point M deux autres surfaces, dont Tune coupe à angle 
droit toutes les normales a la surface du liquide, et soit représen- 
tée, dans la figure, par la courbe A'MB', et dont l'autre coupe aussi 
à angle droit toutes les normales à la surface du tube, et soit 
représentée par la courbe OMC^ qui rencontre la courbe ANB au 
point 0. De -tous les points de l'intersection de ces deux surfaces, 
abaissons des perpendiculaires, telles que MN, sur la surface du li- 
quide, lesquelles formeront, §\\ général, une surface gauche. En- 
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fiû, par un point F appartenant à la courbe OMC, et situé à une 
distance insensible au^dessoi^ du peint M^ meaco^ uo plan per.f^ 
pendiculaire à cette courbe, qui coupe le plan de la fif^re^ suivant 
la droite GFL, laquelle rencontre en G la courbe DKE. 

Nous supposerons la* Ibagueur dé MF tséek |;rande pour quê^ Fac- 
tion du liquide situe au-dessous de ce plan, représenté par GFL, ne 
s*étende pas jusqu'à la surface représenté^ar Â'MB'. Nous ferons 

et nous supposerons aussi ces distances assez grandes pour que, d'une 
pSiA, Tâtitiôn d:u ûibé ne s'étenHe pis jusque la snt^ce représentée 
pârÛMC, et celle iu liquide kîtué ati-delà die cette suifatie , jùs^ii^aul 
points Ou h densité yarie Yrès rapidement distns le Tbîshïage du tuft>e', 
et que, d'un autre cAté , i*àction du liquide situé au-dessous de A^B' 
tie s étende ^pâs non pliis jusqcfaùx points où la densité tnarie très t^pb- 
dénficti^ près deïa surface supérieure,' 

' ''iiela posé, pour ôbtenïr les équations qn*iJ s'afgit de trouver, ncra^ 
i^Wonk chercher îes conditions d'é^uîRbrè de la partie du liquidé cobi- 
prisé entre le plan de la Kgure et tin plan pahiUèle tnenë h tihe tfi»- 
lanc'b irifinîmenl petite, qui ^urâ pour base le pentagone 'V^urviit|fél^ 
ANMFG'^ et sera terminée latérïilemeht par' la surface gauche dVMt fti 
droîlé IHN'fest une génératrice , par la ^iirfkcedtt KqMde, par te pféti 
pkyeté suiVartfit la droite GF, par la kûrface du tube et |>ai' telte''qui 
coupe toutes ses normales li angle droit. Nous appellerons C 'téHt pe- 
tite 'portion du liquide, et nous désignerons par £ son épàisàsetif cdris- 
tatite et îiifinitnent pelïtie. La fbriiie que nous luî supposons est 3a plus 
propre i îôbjcft que riôus avons éri vue. ' ' ' *' 

(38)- Si l'on décomposé d'abord chacune des Ibrces qui' agiotent 
sûr C en. deux autres, futae partînèlé et l^atitre pei^^)éY«iiculaiTe au 
plan de la figure, les composantes perpendWlàires aruront des di- 
rections opposées; elles se détruiront en grande partie, et se rédui- 
ront à des forces insensibles par rapport aux conîpoWnteà paraflële^. 
L'équàlion déséquilibre des composantes petpéhdicùlâtres determiné- 
mt implicitement la ^eWte vàrïàlïon dé densité ^dà'^liciuide qui ^a 
lieu parallèlement k la Sur^fiice du "tube, en vertu' db la pesaifteuf;. 
ce qui n^èA pa^ fbbjet qûë ùoûs A>tis prcTpotens. 'N6as ne nous 
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occuperons donc que des forces parallèles au plan de la figure , et 
nous décomposerons encore chacune d'elles en deux autres , Tune 
parallèle et l'autre perpendiculaire à la droite KM. Si Ton divise C 
en filets parallèles à KM, l'action du tube^ supposé homogène, sur 
le filet qui répond au point K sera normale à sa surface , et l'on 
pourra la représenter par Ne^', eu désignant par u' la base de ce 
filet; mais il n'en sera pas tout -à -fait de même à l'égard des au- 
tres filets,, qui ne seront pas rigoureusement perpendiculaires à la 
surface du tube. En désignant par c la loïigueur insensible de A6, 
il est aisé de voir que la somme des actions du tube sur tous ces 
filets sera sensiblement égale à Ne(r, parallèlement à KM, et pourra 

se représenter par -r-, suivant la direction perpendiculaire à KM; 

k étant une ligne d'une grandeur sensible, qui dépendra jle la 
courbure du tube au point K. Cela posé, l'équation d'équilibre des 
forces parallèles à KM servirait à déterminer la valeur de N, la- 
quelle est une inconnue qui ne peut pas s'exprimer par une intégrale 
définie, d'après ce qu'on a expliqué dans le n^ 1:2. Mais cette force, 
nous étant inutile à connaître, nous n'aurons pas besoin de l'équation 
dont elle dépend, et il nous restera jBeulement à considérer l'équilibre 
des autres composantes. 

En désignant^ pour abréger, les difiérentes parties du liquide par 
celles de la figure auxquelles elles répondent , je représenterai par Se 
l'actioQ exeroée par la couche ANMFG sur C qui en fait partie , parère 
l'action de EGFC, et par P^, celle de LFC ; je désignerai de même par 
Qi Taction de BNMFL , c'est-à-dire l'action de la couche superficielle 
BNMB' ajoutée à B'MFL, sur la partie de C qui répond à A'MFG ^ 
et par Té et Vé les actions de BNMB' et de B'MFL suf l'autre partie 
de C, correspondante à A'MNA; et toutes ces composantes, parallèles 
au plan de la figure et perpendiculaires à KM, seront supposées diri- 
gées de bas en haut ou vers la surface supérieure du liquide • Relativement 

à chacune de ces forces, on pourra négliger la composante —^ , qui 

proviendrait de Faction du tube , ainsi que le poids de C ; si , de 
plus, nous supposons le liquide placé dans le vide, ou que nous &s- 
sioufi! abstraction de l'action des molécules de l'air atroosphériqua 
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fsnr Celles de C, il fiiudra, poar rëqaîlibre de cette petite partie àm 
liquide , que l'en ait , 

S4-«r + P^Q + T + V=o. (i) 

Il s'agira donc de calculer siskCoeBsivem^àt les yakurs des six quan- 
tités coBtenuts dans cette équation ; raaris , auparayant , je ferai rei- 
marquer que chacune d'elles dépendra d'une int^praie quintuf^e , re« 
Itttiye à des yariables qui n'auront que des grandeurs insensibles , 
tandis que les forces qu'on a considérées dans le chapitre précédent 
étaient exprimées par dea intégrales quadruples, relatiyes à de pa-* 
reîUesyariahles. On conclut de là que si l'on s'arrête au même degré 
d'approximation que dans ce chapitre , il sera permis de négliger , 
sous le signe de l'intégration quintuple ^ les quantités de Tordre de 
celles que l'on a conservées sous le. signe de Tintégration quadruple ; 
il eu résulte qu'on pourra, dans le calcul des valeurs de ^, P^ Q, 
T, V, faire abstraction de la courbure du liquide, et remplacer la 
surface supérieure par son plan tangent , et la courbe Â'M B' par la 
tangente au point M. Par la même raison , et à cause que la lon- 
gueur de AKG est supposée insensible , on pourra aussi négliger la 
courbure du tube, et considérer les courbes AKG et OMF comme 
des droites perpendiculaires à KM. Enfin, on négligera encore la 
petite variation de dennté du liquîdfe dans son intérieur, à laquelle, 
précédemment, on a dû avoir égard; mais>, dans le calcul de la 
fomrc 4r£ , il fiaudra tenir compte de la*, compression du liquide pro- 
duite par l'action du tube, et dans le calcul de Ti, on devra avoir 
égard à la variation) de sa densité près dé sa surftioe supérieure : la 
partie de AA'MN , dans laquelle cette densité varie à la fois dano 
le sens normal* à cette sur£aice et suivant la perpendiculaire à celle 
du tube>( n'influera pas sur les valeurs de 4r et T , non pins que 
sur celles de P et Y, à cause des longueurs qu'on a» supposées aux 
dtstanoes MF, MR, MK, quoiqu'elles ^soient toutes twis insensibles. 

(59). S'il fallait calculer la valeur de S, il serait nécessaire d'avoir 
égard à cette double variation de densité , aussi bien qu'à la cour- 
bure de AN; car cette courbure et Tindinanson ^e la tangente peu- 
vent varier* très ra|Mdement dans la longueur insensîMe de cette 
ligne, ël-étre très différentes an point N et plus près du tube : on 
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pourrait seulement négliger la yariation de densité et .laMCQurbure 
da liquide^ parallèlement à la surface, du tube. Mais je. vais dépion* 
trer^ sans aucun calcul , que l'on a S =^ o. 

En effets j'appelle C la couche liquide dont C fait partie , et à 
laquelle répond la force S. Je décompose C et C en filets tels que 
MNO (fig. ii)^ dont chacun soit composé d'une partie cylindrique 
NO parallèle a la surface du tube, c'est-à-dire à la direction delà 
force S, et d'une autre partie NM, d'épaisseur yariable/ perpendi- 
culaire à la surface AB du liquide , où ils viendront aboutir par en 
haut. J'appelle /le filet MNO appartenant a C, et y un autre filet 
PQR appartenant à C. Si leurs extrémité M et P sont également 
éloignées de la surface du tube, les deux filets seront identiquement 
composés, et il en résultera que si l'on mène au-dessus du liquide 
un plan GH perpendiculaire à la direction de S , l'action , suivant 
cette direction, d'nn élément de/*' situé à une distance s du plan GH, 
sur un élément de y* situé à une distance /, sera égale et contraire à 
Faction de Télément de f situé à la distance /, sur l'élément d« f 
situé à la distance s; par conséquent, l'action totale de /' sur jT sera 
nulle dans le sens que nous considérons. Si , au contraire , les points 
M et P sont inégalement éloignés de la paroi du tube , je supposerai 
qu'un autre filet F de C et le filet /' de C ont leurs extrémités supé- 
rieures à la même distance de cette paroi , qu'il en est de même à 
l'égard du filet /de C et dun second filet F' de C, et que , de plus, 
y. et F' appartiennent à un segment de C parallèle a C. Alors, il est 
évident que l'action, parallèle à S, exercée par y sur y sera la même 
que celle qui serait exercée, dans le même sens, par F sur F', la- 
quelle serait égale et contraire à la réaction de F' sur F; donc les 
actions, parallèles à S, de y^ sur/* et de F' sur F sont égales et con- 
traires; et, en joignant cette conclusion à la précédente, on voit 
que les actions de tous les filet^ de C sur tous ceux de C ^ parallè- 
lement à la surface du tube, se détruisent deux à deux, en sorte 
qu'on a S = o ; ce qu'il s'agissait de prouver. 

(4o). Pour former l'expression de <©•, j'élève par le point G (fig. lo) 
une droite pierpendiculaire au plan de la figure. Je désigne par x, 
jr, Zj les trois coordonnées d'un point quelconque du liquide infé- 
rieur, ayant pour origine le point G, et respe^tivcfment parallèles 

II 



Digitized by 



Google 



8â NOUVELLE TnÉX)RlX: 

à eette pef|[>Mdkttkire et mx lignes GL et'GE ; relativement à un 
|M>int quelconque de C^ ou aum ji^s=:o, et ron pourm représenter 
ses deux autres coordonnées par^ ei^^sféEa appelant r la distance 
de ce point à Tantre, on aura 

r^^ar^ + C^ + i^j^ + C^ — /)•. 

Les élëmeos de yolume qui leur correspondent seront id/dz* et 
dxdjrdz : j'exprimerai par le produit 

leur action mutuelle ; f étant une fonction dont la yaleur sera inaen<» 
sible pour toute valeur sensible de r, symétrique par rapport à j" et 
y*^ et qui variera aussi très rapidement avec chacune de ces quantités, 
à mison de la compression du liquide près de la surface du tube« A 
mesure que jrety approcheront de GF, qui est la même chose que h^ 
cette fonction approchera d'être indépendante de ces variables, et de.se 
confondre avec la fonction R relative à l'intérieur du liquide, en sorte 
que si l'on y met A + MctA — i/jila place de^ ct^, et qu'on sup* 
pose u eXiÎ! moindres que le rayon d'activité moléculaire, on aura 

^{vy A-f-w, A — «^)=5R. 

Cela posé , nous aurons 

en considérant la fonction f comme positive ou comme négative, 
selon que la force qu'elle représente sera répulsive ou attractive. Par 
la natui^ de cette fonction, on pourra étendre les intégrales relatives 
à z et z' depuis zéro jusqu'à l'infini, et, en même temps, celle qui re^ 
pond à a: sera prise depuis — oo jusqu'à +qd ; mais les limites relatives 
à/ ety-seront^-sso et /s=o,^ = A ety=5A. 

Soit <^{r, jr, /) une fonction de la même nature que ^(r, 7, /), 
et faisons , pour un moment , 



f(r,j^,y)==-^î(î^; 



nous aurons 



dk' 



Digitized by 



Google 



DE L'ACTION CAPIUAIRE. ^i 

et, par consdqamit, .. , 

en désignant par / la valeur de r qui répond à z' = a , ^dçi sovte 
qu'on f|it 

r'* = jr*4- 2* -f (^ — /)*• 

En intégrant par partie ^ et observant que ^ s*évanouit ^ la' seconde 
limite^ on aura ^ 

/„**;{''' /' y)'^ ===:/>(''. ^v/)?^f ■•..■'. ; 

et au moyen de ces éqiiations ^ la valeur de m deviendra 

^ = fSff^ {r\ y, y) 5 cbodufydy.. 
Soit encore ' ., 

3=i;COs6; JC = i^sin9, 

et , par conséquent , \ 

Si Ton substitue i^ et 6 aux variables .r et 2, il faudra prendi^e 

dxdz t;? vdvdii; 

et les limites relatives à âr et je étant of sa — • e© et jt 3sb qd , s pas o et 
z= 00 , celles qui répondent ^ % e^ v devront être 8caD0 et #sb ^^ 
p = o et ç^=oo, Llntégralïon relative à 6 s^effectuera infimédiate- 
ment, et îl en résultera ^ • 

^^ rh rh 



î'/.X/.»^'-^-'')?'*'*^- «' 



Cette intégrale triple ne peut pits se- réduire davMiage; '^le dé-* * 
pendra de la compression du liquide daos l» coudie udjaceivte «n 
tube, et, par suiit«, de la matiène du tube et de celle du Kqutdb. 
Nous conserverons la lettre « à la place de cette expressfiiMi , et 
nous regarderons <ar comme une quantité dont le signe et la valeur 
devront être domiés dans .ohacpie cai ptrticKili#r. La lîmileL h fo^t 

II*. 
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être prise arbitrairement, pourvu qu'elle soit insensible et qu'elle 
surpasse néanmoins les rayons d'activité des molécules du tube et 
du liquide; mais, d'après ce qu'on a déjà vu dahs un cas pareil 
(n* 28), la valeur de l'intégrale précédente ne changera pas avec 

celle de' h. 

-y 

(41). L'expression de P se déduira évidemment de celle de ^, 
en transportant l'axe des x au point F, faisant 

^ = A + w, jr=zh — u!, djr = du, dy=:—du!, 

et changeant la fonction ç dans Ja fonction R relative à l'intérieur du 
liquide. D après la formule (2) , on aura donc 

/•=: P* -H (m ■+- k')'* 

Cette valeur de r'* permettra de remplacer les limites h par l'infini , 
dans les intégrations relatives a 1^ et i/'; et comme la quantité R est 
la même que celle qui entre dans l'expression de q du n"* ^5 , on en 
conclura 

p = - y. 

Pour calculer T, j'observe que la densité du liquide étant la même 
parallèlement à sa surface, dans toute l'étendue de l'action de B'MNB 
sur la partie de C qui répond à A'MNA, et ne variant que dans le sens 
de la normale MN, il s'ensuit que la composante de cette foix:e sera 
nulle suivant cette droite, aussi bien que suivant la perpendiculaire 
au plan de la figure. Cette force elle-même sera dirigée dans ce plan 
et suivant la perpendiculaire à MN j je la désignerai par Ué , en sup- 
ppsant qu'elle agisse de dehors en dedans de la pai'tie de C. En appe- 
lant €ù l'angle KMN compris entre les perpendiculaires MK et MN à 
la surface du tube et à celle du liquide, la composante de cette force, 
parallèle à MO et dirigée par en haut, aura pour valeur ^* Ué cos co. 
Or, cette, composante est la force qu'on vient de représenter par Te ; 
on auca donc 

T = — Ucos». 

Quant à la valeur de U, elle se déduira , sans nouveaux calculs, de 
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celle de <w, en y remplaçant h par 2, et la fonction f (f*', jr ^ y) 
par une autre fonction 4 (r', jr^ jr') , dépendante de la variation de 
densité du liquide suivant l'épaisseur de sa couche superficielle. Nous 
aurons^ par conséquent y 

D'ailleiits> ert mettant, l—s, / — j, ,zi, au Heu de j; y, v^ 
dans cette fonction >[/, elle sera précisément celle qui est représentée 
par R, dans l'expression de 9, du n"* 27 , lorsqu'il s'agit , comme ici , 
d'un seul liquide placé dans le vide. On conclut de là U = — Çi ^ et 
par suite 

T=s^, COS6». 

D'après ces valeurs de P et T, et à cause de S = o, l'équation (i) 
devient 

«• -— ç + j, cos 0) H- Q + V = o ; (3) 

et il ne restera plus que Q et Y à déterminer. 

(4:2). Pour plus de généralité, considérons deux prismes liquides 
qui ont une arête commune d'une longueur indéfinie , et dont les faees 
adjacentes à cette arête se prolongent aussi indéfiniment. Soient ACB 
et B'CA' (fig. 1 3) les sections de ces deux corps , par un plan perpen- 
diculaire à cette arête. Par le point C appartenant à cette arête, 
menons dans ce plan une droite DCE, et faisons 

ECA = a, ECB==A, DCA' = a', DCB'==*'; 

chacun de ces angles étant supposé positif ou négatif, selon qu'il 
tombe à droite ou à gauche de la droite DE. Appelons Ze l'action 
exeixrée parallèlement à DE et dirigée de bas en haut , par le prisme 
dont la section est ACB sur un segment de l'autre prisme, compris 
entre le plan de la figure et un plan parallèle , mené à une dis- 
Unce infiniment petite et égale à 6. Les valeurs de Q et V se dédui- 
ront de celle de Z, en déterminant convenablement a, b^ a\ h'. Il 
s'agit donc de trouver l'expression de Z en fonction de ces angles. 

Four cela, soient M et M' des points appartenant respectivement à 
ACB et à A'CB', et compris dans la sphère d'activité l'un de l'auti-e. 



Cl 
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Si nous faisons 

ACM = il, A'CM' = i^', CL\I = tt, ÇM^=:tt', 

}e carré de la distance MM' aura pour valeur 

u* •+• w'* + Tuui €08 (^ + ^) ; 

et si l'on désigne par r la- distance M'm au point M', d'un autre point* 
m dont jyi soit la projection sur le plan de la figure^ et dont la dis* 
tance à M soit représentée par Xy on aura 

r^ = jc* + w' + «'* + ^^ cos (c + sT). 

^ Les élémens de volume correspondans à ces points M' et m auront 

pour expressions iu^du'dv^ et ududxd^i e\ si le liquide dont sont for- 
més les deux prismes est le liquide intérieur auquel répond la force Q y 
leur action mutuelle, dirigée suivant la droite M'm, devra être repré^ 
sentée par le produit 

Kaa/dxdudi/dpd\/ i 

R étant la même fonction de r que dans le numéro précédent. 

La somme des projections de u et li'sur la di^oite D£^ ou la partie 
?1N' de cette droite interceptée entre les perpendiculaires MN etM'N'^ 
sera égale à u cos p + i^'cos /^ en la divisant par r, on aura le co- 
sinus de l'angle que fait la droite M!m avec là direction de CD ; par 
conséquent, on aura 

L'intégrale relative à x s'étendra seulement depuis jrsso jusqu'à 
jc^r- DO , parce que Ton a doublé le résultat; les intégrales relatives à 
u éii/ seront aussi prises depuis k = o et ii' = o jusqu'à «e = oo et 
i/^^sa 00 . Quant aux intégrales qui répondent à i' et p^, elles auront 
pour limites les angles a, b, i^, V;et comme les élémens de volume 
dont on a fait usage supposent les différentielles dif et ef(/ positives , 
et , par conséquent j les angles v et v' croissant dans ces intégra- 
tions, il faudra toujours prendre pour la première linïite relative à f, le 
plus petit des deux angles a et ^ , en aj^nt égard à leurs signes , 
et pour la limite relative à i^', le moindre des deux angles n' et ft^ 
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Cela posé, Tintégrale quintuple se réduira à une intégrale simple, par 
l'analyse suivante. 

(45). Je mets xu^ xiiy xdu^ xdu\ à la place de u^ u\ du, di^; ce 
qui ne change rien aux limites zéro et l'infini des intégrales relatives 
à 1^ et 2^^ U en résulte 

Z = xffffff^ uco..+^^ ^s£ ^^idxdudu!ds^ds/, 

r*==;r»[i H- w*H- «'• + a«i/ cos {y + •)]. 

Cette dernière équation donne 

les limites relatives à r seront aussi r =: o et r = 60 ^ et la valeur 
de Z deviendra 

Z e= 2kf^J{r^dr = — i^qk, 
en faisant, pour abréger, 

et ayant égard à la valeur de 9 du n"" ^4* 
Si nous faisons maintenant 

K = pcos6, i/s=:psin8, dudi/ ss: pdp S , 

les limites relatives ii p et 6 seront p as p et f =5 od , ss: o et 

= -^, et nous aurons • 

ou , ce qui est la même cbose , 

k= rU^ rrpcosflcos. + sinBcosQcosSsîoe^^^^,^ 
^o ^'-rnjJJ [i+acosâsinflaMCM+i/)]* 

en mettant p divisé par \/i4- ^ cos fl sin C5Qs(i'+ O ^ 1* PÏ«<^ <*« P^ 
ce qui ne change rien aux limites. 
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Par les règles oniiuaires , on trouve 

Jo (1+,»)' — TS- 

L'intégrale relative à 8 s'obtient aussi , mais moins simplement. Je 
fais d'abord 

il en résulte 

.cose=-i^(cose'— sinfl% sm6= -1^ (cos fi' + sin (T) ; 

et si l'on appelle g riotégrale qu'il s'agit d'obtenir, on aura 

. I 

/"•* (co!i ft cos i' + 8În 9 C03 %^) 008 4 sin 9 ,* 
o [i -f a coi 9 sin 9 oos («^ + O]* 

j 

1 /*4 (cos V + cos /) C08 9' — (oos M — - cos o sin 6' a/ jfi; 

s=r ■ -^ f K COS 2U «w • 

^*^V-J» [i + cos ay cos («' + */)]• 

On peut supprimer la partie de cette dernière intégrale qui ren- 
ferme le facteur sin 8' sous le signe f^ et qui se composerait d'élé-- 
mens deux à deux égaux et de signes contraires ; on peut aussi , 

en doublant le résultat, prendre 6'=io et 0' = 7^ pour limites de 

autre partie ; et sî l'on y fait , en outre , 

sin fl' = 7 , cos flWfl' s= djr, cos a6' t= 1 — aj» , 

on aura simplement 

t 
J_ pV^ (cos y + cos O (i — aj^') djr 

^^J o [1+ cos vV + O — aj^ cos (i' + or 

En effectuant cette intégration par les règles ordinaires, il yient 

. cos y + cos / 
^ 3[i + cos(t' + v')]'' 

Au moyen de ces valeurs des intégrales relatives à p et à fi, la 
valeur de k devient 
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, tt r */?y (co»» + co» o rfwf/ 



«9 



(44)* On a identiquement 

C Qg y ^- 003 / t , iin (y 4- /) sin • 

et, par conséquent, 

/^ (cosy + cQsV)^^^' r^ CQgi/^f/ . ry sm(y+/)8int/^/ 

«/ [i + cos (i' + •'')]'~J tf' i + cos(i'+ O "*" Jfl' [i + oos(M+»/)]*" 

En intégrant par partie , on a aussi 

/^ Bmii^+i/)nnVdt/ sin y ^^ 8ih </ 

af[i + coê{v+^)y i + oosCt^ + é') i + oos(</+tf') 

r y eofl • J/ 

J a' I+C08(«'+V)' 

et si l'on ajoute cette équation à la précédente, il en résulte 



y: 



(cos y + cos y) du' _^ sin b' sin o^ 

a' tr+côsô^"+V)J* I + cos (v + *') i + eos(f/+^)*^ 



d'où l'on conclut ... 

— Œs sm *' / --— — 7—7-777 — sm a 1 — ; 7— :--tî. . 

jr Ja t-j^COsiv+b') J a ï + COS (i* + tf^ 

J'effectue ces intégrations par les règles ordinaires, puis je subs* 
titué la valeur de k qui en résulte dans celle de Z; il yient fina- 
lement 

Z = 9 {sin V [tang 1 (^x + i') — tangi (6 + *')] 

- sin a' [tangi (à + a') - taqgi (a'+ 6) ]}. (4) 

Si l'on eût intégré d'abord par rapport à (^, et ensuite par rapport 
à p', on aurait trouvé cette autre formule : 

Z = g{sint[tangi(fl'+5)-taDgi(6H-5')] 

--8ina[tangi(a + a')-tangi(« + 6')]}, (6) 
qui doit être équivalente à la précédente» 

13 
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Dans les appHcatiMSi qu'oo feva de ces deux formules, on se sou- 
viendra que les différences ^ — * a et é'— cl sont supposées toutes 
deux positives. 

Relativement a la quantité Y du n^ 58, il faudra prendre les lignes 
MF, MF, MA'/ MN, de la figure ift, au Keu deô droites CA , CB, 
CA', CB', de la figure 12 , et la ligne FMO à la place de Taxe ECD, 
à partir duquel sont comptés les angles a, dy 6, h\ On aurft alors 

.'• ' a = 0, h = FMB'a= ir — Al, 

a' = A'MO=a— TT, i'=OMN=:û)~-v; 

û> étant, comme dans le n^ 4^9 Tangle RMN, obtus ou aigu, mais 
toujours compris entne^éro. et 7r, ce qui rend positives les diffé- 
rence^ 6 — « et A' — d. Il en résultera immédiatement 

V = — 2 sin û> , 

quand on fait usage de la formule (5). LOrsquoii emploie la for-- 
mule (4)> o» trouve 

V = 9 co&ùù tang Q^ — - ûïj + cos « — sin â) cot ^ £» 1 ; 

quantité, quW peut effectivement réduire à — fsino^. Dans le cas 
particulier dç 0^-=: -^^ la figure 10 montre que la force V est égale 
\ la force P du >dP 58, dont la valeur est^ en effet, P=£: — ç. 

(45), La quantité Z devient, en général, infinie, lorsque Tune 
des sommes a^isC; b^^b%-a^è\ d-\-b, est égale à dscrj ce 
qui tient à ce que les deux prismes ont alors une face commune , 
et qu'on a supposé leurs £aces infinie». Mais si , en même temps , 
Tun des angles, a, b, a\ b\ est zéro ou =b tt, le terme qui ren- 
drait la valeur de Z infinie se présente sous la forme *, et est réel- 
lement indéterminé; circonstance qui exige une attention parti- 
culière. ,^ 

Snpposoiis^ pafL^¥emple,jc|iie les droites CA et ÇA! se confondent 
avec CE (fig/ i5), en sorte que Tài exprime Faction exei*cée, suivant 
la direction CD, par le prîsffie dont, la section est BCE , -aor la 
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couche liquide située à gauche de DCE et augmentée ou tikninBée 
d'une partie correspondante à l'angle DCB' , selon que la droite CB' 
tombe à droite ou it gauche de €D, )D'esr-4i-dire^èeh>h que vl^tigle^ ^^ 
est positif ou négatif. Ou aura alors 

asso, a's= — 7r, i = ECB, i';?^»Çft'j . .. ^^ 
et en faisant .. , 

sin a lang ^(a + a'}:=a: , sin a' tang ^ (^ + fli'xlFrfT^h o > 
les formules (4) et (5) dtviendraat- , *. — ' . 



! 



Or^ X et jr' dépendant de deux quantité a et a' indépendantes entre 
elles^^ on ne saurait déterrainw^ à fimri,j,.Us miitablesi râleurs de À 

et x*f qui se présentent sous la forme - pour Meè^'VaWuré particu-* 

Hères à=:oet/x' = — tt; mais il y a un C9& dans )i^ueL on, a. évi*^ 
demment Z = o ^i ce qui suf&t pour la détermination des ioconaues 
X et x\ Ce cas a lieu quand on f^it coïncider CB et CB' avec las 
deux, parties CG et CG' de U perpi^ndiculaire, à DCE menée par i^ 
point C ; car il est évident que l'action de GCE sur GfCE est; mille 

suivant la direction CD. Si l'on fait 

; . ■ '. \ ^ - • î 

ft = ECG = i9r, Ô'=DCG'=— i^, 

il faudra donc qu'on ait 2àr^=^oi d'où Ton conclut a: =—-19 0:^=1^ 
Par ccmséqiient ,. on aura ' 

Z 3=: 9[^giB^'teHgti^*-Bini^taagi(A-f-fc'>--*J, 
Z. oc «^ ^Tsiiift. cot i^A ^-gin^i laogi(è»-+-y)— M- 

, Oft vérifie san& peine i'^ffalilé 4^ /cesJdeuvtfldeuÉPs;' nous pt^n-^ 
dnms. leur demi-somme ^poup Taspéiession de Z^ qoe V,6vt f^xxtt^ 

12.. 
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écrire ainsi : 

Z=— lq(cosb +cMb') -- 5 ç (sîn A + «in *') tang ^ (6 + 6'). (6) 

On vérifie aussi, non pas chacune des valeurs de a: et x', mais leut* 
différence; car, à cause de 

sin^;^ — sina=5 asîn -(d' — a)cos-.(a + ^)/ 

cette différence est 

je/ — or s=r 2 sîn - (a'— a) sîn - (a 4- a') , 

et, par conséquent, oc/ — or as 2, dans le cas de as=o, a'ss — ^r. 

Si Ton fait coïncider la droite CB' avec le prolongement CF de la 
droite CB, on aura b's= — b; ce qui réduira la formule (6) à 

Z = — :9Cos6; 

Zi étant alors l'action exercée, suivant la direction CD, par le 
prisme qui répond à BCE sur la couche liquide correspondante à 
FCË. En prenant pour b le supplément ^rc — cê de4'angle qui a été 
désigné par (» dans le n"* 18, la force Q, dont on a calcule la valeur 
dans ce numéro, sera l'intégrale de — Zds étendue k tous les élémens 
ds du contour de la couche liquide, sur laquelle cette force s'exerce. 
Or, à cause que la constante q est ici la même que dans le n? 18, 
on voit que cette valeur 

Q :s= —/Ztffr = — j/cos »^, 

coïncide avec la formule (10), que l'on a obtenue d'une autre ma- 
nière- . I * . 

La formule (6), ainsi que chacuae des équations (4) et (5), suppose 
que les faces des prism^ s'étendent à l'infini ; ce qui n'a pas lieu 
dans le- cas de la force Q< du n^ 38; Mais si l'on prolonge indéfini- < 
ment les lignes OF et AG au-dessous de la droite GL (fig. 10), 
on n'altérera pas la valeur de Qij car, par là, on y ajoutera l'ac-- 
tion de CFL sur le prolongement de G, qui est nulle suivant FO, 
et les actions de LFMB' sur ce prolongement et de LFC sur G, 
qui sont égales et ^contraires* Nous pouvons do^c appliquer la for- 
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mule (6) à la quantité T^; et, pour cela, il y faudra fai^ ' '^■' ' 

6û étant le même angle KMN que dans la yaleur de Y du numéro pré** 
cèdent. De cette manière, on trouve • 

Q = 9 (sm â) -f* C06 £»); 

on aura , par conséquent , 

V + Q = 7 cos « ; (7) 

et réquation (3) deviendra finalement 

9-- • = (?+îOcôsa. (8) 

(46). Les normales a la ^rface du tube et à celle du liquide, me-^ 
nées par le point 0, étant sensiblement parallèles aux droites MK et 
MN, ton peut rapporter cette dernière équation k ce point même de là 
surface du liquide. Ainsi , en un point quelconque O de la surface ca- 
pillaire, dont la distance ^ la paroi du tube est insensible, mais plus 
grande que les rayons d'activité des molécules du tube et dû liquide , 
l'angle eo compris entre la partie extérieure de la normale au liquide 
et la perpendiculaire abaissée du même point sur la paroi voisine 
du* tube y est indépendant de la courbure du tube et donné par Téqua- 
lion (8). 

Dans ce <{ui précède, nous avons supposé qu'il s'agissait de la sur* 
face libre d'un liquide placé dans le vide ; mais on parviendra à un 
résultat semblable» si Ton suppose que le point ^appartienne à la 
surface de séparation de deux fluides quelconques , pourvu qu'il soit 
toujours situé à une distance insensible de la paroi du tube : il sera 
facile I en effet, de voir comment l'équation (8) devra être mo- 
difiée. 

Nous supposerons, dans ce cas général, que les quantités q et f» 
appartiennent au liquide inférieur; nous désignerons par q* et 4r' ce 
que ces quantités deviennent relativement au liquide supérieur, en 
sorte que ê^ soit une force provenant de l'action du tube sur la 
couché adjacente de ce liquide^ et dirigée en sens contraire de la 
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force é<ar du n* 53; Mais étondroo»^ cmruiie .diiis le n^ vfy riutégcaie 
représentée par 9, aux couches adjacentes de» deux liquides; enfij}, 
nous désignerons- par <p ) angle compris entre la partie de la nor- 
male à cette surface, contenue dans le U^[ttîde supérieur, et la per- 
pendiculaire à la paroi du tube , menées Tune et i autrQ par le 
poinf O. On verra , sans peine , que l'équation (8) devra être rem- 
placée par celle-ci : 

^_^_^' + ^'— (ç + / + 5,)co$^, 

cest-à-dire 

K = Gcos^, (9) 
en faisant 

Le coeffideut G entre déjà dai)$ Téquatioci X?) de la aufface ca- 
pillfiii^ (fi® ^) ; le coefficient K est une autre constante qui dépe»t 
dra dç la matière d^ dqux liquida et de eelie datube, à rawm 
des quantité$ op* et ^'« Si l'on appelle F et F' les valeius de K qui 
auraient lieu. reUtivemeivt au liquide infiéfieur et au liquide sapé- 
rieur^ QQi;i6idéré$ isoléaieRyt ^ on aura 

K = F — F; 

en sqrte que la vakiur générale de K peut se eonchure de set. deux 
valeurs particulières , ce qui n'a pas lieu à l'égard du coefficient G. 

L'^ngt^ f s^ra ceMtant pour tous les pointa du contour de la 
$urn^cç.,ç9>pilUii*e^ si tîoiitefoib le tbbe est homogène. Si la «oatière 
du tube variait f>ar degrés insensibles,, l'angle ^ varierait denèoeie^ 
et. serait toujours déterminé j^ encbafue point > par V^îquation (9)* 
Kéçiproqufoient^ qoiwd. cet angle aéra dontné par robservation , il 
fera,cq];i^i]t^e la valeiu? cwrespewdaDiie et la signç dUc^raf^rt 4e 
K à G. 

(47). L'é^^Mion roJativie. au contour de dtaque swpfafses capillaire 
seiTira a déternaÂner l^a fonctions arbitraires conlieiMes dans YyûAàr 
grale d^. Vci|ua|MMii 4e eett(^ Mvlace;. oiaîa. cetke dmûère équation 
éfai^t, du .^QtH^d^nvdre, son intégrale, complète ranfiarmerad^ux 
fi:^{;tioa$j eji; il faudi^ deux oenditi^na parlîioulièrea peor les> détermi-» 
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iker; Or^ la prajection du contour sur k j^an des ^ et y sem toti-' 
joars upe courbe fermée. Il j aura donc deaie valeurs de ^ en 
fonctions de a:, qui répondront à cette courbe; et Téquation du 
eontour devant subsister poi^r chacune de. ces deux valeurs , sera 
réellement double, et fournira les deux équations nécessaires. Dans 
ces calculs y on pourra prendre, sans erreur eensible, pour la pro^ 
jection du contour de la surface capillaire , celle de son intersection 
avec la paroi du tube. 

Si l'on a placé dans Tintérieur du tube un autre corps solide , un 
cylindre, par exemple, qui traverse le tube suivant sa longueur', 
réquation du contour aura lieu relativement à la surface extérieure 
de ce cylindre et à la surface intérieure du tube. Toutefois , pour 
qu'elle s'applique k la surface du cylindre^ il &udra que son diamètre 
ait une grandeur sensible.; car cette équation suppose que les rayops 
de courbure de la surface du corps solide, contre laquelle le liquide 
s'appuie, soient extrêmement graiids et coiyme infinis par rapport au 
rayon d'activité moléculaire? condition aans laquelle il n'aurait pas 
été permis de considérer, dans l'analyse précédente, la surface de ce 
corps comme un pian, dans foute l'étendue d'activité de ses molé^ 
cules et.de celles ^du liquide. En supprimant le tube, on aura le cas 
d'un liquide qui s'élève ou s'abaisse autour d'un corps solide. 

En substituant aux variables x ei^, les coordonnées polaires du 
point auquel elles appartiennent, c'est^nlire son rayon vecteur r 
et l'angle 9, qu'il fait avec un axe fixe , l'ordonnée z sera une fonc-* 
tion de r et 6 qui ne devra pas devenir infinie pour r:=o, lorsque 
Torigine de ce rayon sera la projection horizontale de l'un des points 
de la sur&ce capillaire, et qui devi^ être nulle pour rz=sao , quand il 
s'agira d'un liquide indéfiniment prolongé, dans lequel on aura 
plongé Tune Aes extrémités d'un corps solide* <ies conditions pour- 
ront remplacer, en partie, celles qui résulteraient de l'équation re-^ 
ktive au contour de chaque surface capillaire. 

Onconclut de Ik que les équations des sui^ces capillaires qu'on a 
données dana leis n'^ 29 et So, celles qui appartiennent à leurs con«^ 
tours, l'équation indiquée dans le n* 5o et relative au volume du li^ 
quide supérieur, quand il y a deux liquides supet^sés^et, si l'on veut, 
les conditions pautiouHèresii rscso et rssoo , seront, dans tous les cas, 
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ea nooibre suffisant pour la détqrminatiou complète de la surface d'un 
ou de plusieurs liquides, dans riotérieur ou autour d'uu corps solide. 
Ces diverses équations' renferment donc la solution complète du pro« 
blême, qui ne peut plus présenter maintenant que des difficultés 
d'analyse: on peut les regarder comme insurmontables dans le cas 
d'une solution rigoureuse et d'un corps de figure quelconque, à cause 
de la forme compliquée de l'intégi^ale générale dont il fiiudrait par« 
,^ tir, qui comprend^ comme cas particulier , celk de l'éguation re- 
*^^ lative a la surface de 1 aure mmima, ot^MÉiMtoaey sous forme finie, 

jfl; mais cela n'empêche pas qu'on ne puisse dé- 
iuire de ce système d'équations différentielles, comnae on le yerra 
dans les deux chapitres suiyans , des formules applicables aux nom*- 
breux et trè& divers phénomènes de capillarité, que les physiciens ont 
observés. 

(48). Si Ton suppose que la surfece intérieure du tube soit celle 
d'un cylindre vertical , 1% li^ne OMFC sera droite et verticale dans 
toute sa longueur; et il ne se^ra plus nécessaire, pour l'exactitude de 
l'analyse précédente, de prendre le point F, comme nous l'avons fait, 
à une distance insensible du point M, Supposons dotic que le plan 
représenté par GFL, qui sera, dans ce cas, un plan horizontal, soit 
mené à une distance quelconque au-dessous de la surface ÂOB du 
liquide, et représentons par a sa distance au plan du niveau exté- 
rieur. Considérons le volume du liquide qui répond à LFMMB , le- 
quel sera sensiblement le même que celui du cylindre vertical, tron- 
qué par la surface capillaire, qui répond à LFOB. Suit gp«C + L son 
poids ; Q étant la base de ce éylindre, g la gravité, p la densité du li- 
quide, et A la partie de ce poids soulevé ou abaissé par l'action ca- 
pillaire , selon que cette quantité A sera positivé ou négative. L'autre 
partiç gpctf du poids dont il s'agit sera tenue en équilibre par la pres- 
sion exercée en sens contraire sur la base C, et qui représentera l'ac- 
tioti du liquide situé au-dessous du plan GFL , sur k portion de li- 
quide que nous considérons; il faudra donc que le poids A soit 
soutenu par l'action verticale de la couche environnante et qui cor- 
respond à GFMNA , sur cette même portion de liquide. Or, l'action 
de chaque segment G de cette couché est égale et contraire à la somme 
i^s forces qu'on a représentées précédemment par T^, V^ et Qé (n"" 58); 
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si donc on appelle c le contour de la bage € ^ on ^ sensiblement , 
celui d'une section horisontale de là paroi du tube, et si Ton ob« 
serye que les forces Té, Vf et Qs sont constantes pour tous les seg-- 
mens C de la couche liquide, il faudra qu'on ait 

A + (V + Q + T)c = o, 

ou bien, en vertu de l'équation (8) et de la valeur de T du n* 4' 7 

^ + (9 + 9i)^^osû)=Bo; ' ' ' ^ 

i^ésultat qui coïncide avec Vëquation (16) du n^ 56, en observant 
que le liquide étant placé dans le vide, 9 H- 9i €St la valeur du coef- 
ficient -H. ' 

Cet accord remarquable entre deux moyens aussi difierens de dé- 
terminer le poids du liquide soulevé ou abaissé par l'action capil- 
laire, dans le cas d'un tube cylindrique et vertical, peut servir de 
vérification à notre analyse; mais il faut remarquer que la méthode 
qui nous a conduit à l'équation (16) est la plus directe, et qu'elle 
est aussi la plus générale, en ce qu'elle ne suppose, au tube aucune 
forme particulière. 
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CHAPITRE rV. 

Équilibre if un ou de plusieurs liquides dans un tube capiliaù^. 

(49)' ^ MppMerti 4'ftbord <|ii'il n'j ait qn'mi seul liquide honoo* 
gène et partout à la mérae température , ainsi que le tuba 4e forme 
quelconque que Fon y a plongé par son extrémité inférieure, et je 
vais réunir, dans ce numéro, les formules relatives à Féquilibre de 
ce liquide, que fon a obtenues en difiërens endroits des deux cha*- 
pitres précédens. 

L'équation commune à tous les points de la surface libre du li- 
quide, qui sont à une distance des parois du tube plus grande que 
le rayon d'activité moléculaire, est 



gP^ 



=ïHa+j)= w 



le plan des a: et ^ est celui du niveau du liquide en-dehors du tube j 
l'ordonnée verticale z est positive ou négative, selon que le point 
quelconque M auquel elle répond se trouve au-dessus ou au-dessous 
du niveau j X et A' sont les rayons de courbure principaux de la 
surface au point M, et ils sont regardés comme positifs qu comme 
négatifs , selon que les lignes de courbure tournent l^ur concavité 
ou leur convexité en*dehors du liquide; p est la densité du liquide, 
on, plus exactement, cette densité diminuée de celle de Tair, quand 
le liquide n'est pas placé dans le vide; on suppose alors que la 
pression atmosphérique est la même erf- dehors et en -dedans du 
tubej enfin, g représente la pesanteur, et H un coefficient cons- 
tant donné par l'expérience, et qui dépend de la matière et de la 
température du liquide. 
Les formules relatives à la courbure des surfaces donnent 
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t ^—\— A £î «Pi , / , ife^il»! ' ' 

él, pour que cette valeur ^^ r + v salle sign^ convenable ^ il faudra 

regarder son dadombirteor, dont le $igneesl ambigu, oomtif p^tài 
eiaccHMBe oagatif^ seloa <|ue k mmaak ipefitfa par l«t |^o«tt Mt ^p^^ 
dehors du liquide, et la verticale menée par h même pomfc, ea /Baw 
contraire de la pesanteur ou dans le sens des z positives, feront un 
angle aigu ou obtus* 

Relativement à un point quelconque du contour de la surface 
du liquide, c'est-à-dire relativement à tous lès points de cette sur- 
face qui sont à une distance insensible àe telle du tube , mais tou- 
jours plus grande que les rayons d'activité des molécules du tube 
et du liquide, on a cette équation 

F = H eosâi, (5) 

dans laquelle <» sera l'angle aigu ou obtus, compris entre la partie ex- 
térieure de la normale a« liquide menée par le pomt , et la per- 
pendiculaire abaissée du même point sur la paroi du tube la plus 
voisine de : H est le même coefficient que dans réquation (i), et F 
une autre constante, aussi donnée par Texpérience et dépendante de 
la nature du liquide et de celle du tube. 

Si Ton abaisse de tous les points de ce contour, âes perpendiculaires 
sur le plan des x et ^, qui formeront la surface d'un cylindre vertical; 
que l'on appelle c le contour de sa ba$e, c'est-à-dire la projection ho- 
rizontale du contour de la surface capillaire, et que Ton appelle A te 
poids dans l'air d'un volume du liquide égal à la partie de ce cylindre 
comprise entre sa base et ta surface capillaire, on aura 

au>. ce qui est la^ même chose t 

A = -ieF; (4) 

à étant regardé conunc positif ou comme négatif, selon que la sur-^ 

i5.. 
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hce du liqilide sera sitaëe ^urdessns oa aurdesscms da {dan des x 
et ^. Quand elle sera coupée par ce plan , Â sera composé de deipx 
parties^ Tune positive et l'autre négative, et pourra, conséquemment, 
être nul, positif ou négatif. 

Quoique les deux constantes F et H ne puissent être données, 
comme nous l'ayons dit, que par l'observation, il ne sera cependant 
pas inutile de rappeler les formules qui serviraient à les' déterminer^ à 
priori^ si les lois des actions moléculaires étaient connues en fenctioM 
des distancés. En faisant 

et regardant r comme une quantité positive donnée par l'équation 
on aura 

-w= i TT r" r Tr' - dudsds'. \ 

^ J o J oj o r ] 

Pans ces formules, R, R', R„ sont des fonctions de r insensibles pour 
toute valeur sensible de cette variable, qui expriment l'action mu- 
tuelle des molécules liquides à la distance r et rapportée aux unités 
.de^ volume, et qu'on regai^e comme positives ou comme négatives, 
selon que. cette force est répulsive ou attractive : R se rapporte à l'in- 
térieur du liquide. Ri à sa couche superficielle, et R' à sa couche adja- 
cente a la paroi du tube. Ces deux quantités R, et R' sont, en outre, 
des fonctions symétriques de s et s\ qui varient très rapidement avec 
ces variables, et se confondent avec la fonction R, dès que s et s^ sur- 
passent le rayon d'activité moléculaire. La limite / des intégrales re- 
latives à ^ et ^' doit être de* grandeur insensible, mais plus grande 
que ce rayon , et l'on peut supposer qu'elle soit 1^ même pour ç, et 
pour nsr. On démontre* que ces quantités ne changent pas setâible- 
ment avec la grandeur de /; etj'oniait au^i voir qu on-aurait 

»• 
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si Ton Élisait abstraction de la Tariation de densité dans f^isseur de 
la couche liquide a laquelle répond chacune de ces quantités, et que 
l'on regardât y en conséquence, chacune des fonctions R. et R' comnie 
indépendante de j et j' en-dehors de r. 

A la rigueur, si le liquide n'est pas placé dans le vide, l'intégrale re- 
présentée par ç, devrait s'étendre à la couche atmosphérique adjacente 
à sa surface , et l!expre8sion de H devrait contenir un troisième terme, 
relatif à l'action mutuelle des molécules d^air dont cette couche est 
formée* Mais l'observation ayant prouvé que les phénomènes capil-» 
laires. sont les mêmes dans le vide et dans l'air , il parait que ce 
troisième terme na aucun effet sensible, non plus que la partie de 
q^ qui proviendrait de l'action mutuelle des molécules de l'air et 
du liquide; et, pour cette raison, nous n'y aurons point égard. 

(5o). . Voici actuellement les conséquences les plus générales qui 
résultent des formules précédentes. 

L'équation (i) montre que la surface du liquide ne pourt*a; rester 
plane, à moins qu'elle ne soit horizontale et qu'elle ne coïncide 
avec, le plan du niveau extérieur» En vertu de l'équatipn (3), il 
faudra, pour cela, qu'on ait F =? o; réciproquement,, quand cette 
condition aura lieu, on satisfera aux équations (i) et (3), en pre-* 
nant z = o, et il n'y aura ni élévation ni abaissement du liquide, 
dont la surface demeurera horizontale. Mais j'ai déjà remarqué (n° 20) 
qu'on ne peut pas déterminer, à priori, la proportion des actions 
nuléculaires du tube et du Kquide que ce cas particulier suppose. 

(^uel que soit le signe de H, il résulte de l'équation (4) qu'il y 
aura , en général , élévation ou abaissement du liquide , sel^ que F 
sera négatif ou positif, à moins que la sur&ce du liquide dans l'in- 
térieui* du tube ne soit coupée par le plan du niveau extérieur, au- 
quel cas il y aura à la fois élévation d'utie partie du liquide et abais- 
sement dans une autre partie. 

Si la surface intérieure du tube est celle d'un cylindre vertical , A 
exprimera le poids du liquide soulevé ou abaissé par l'action csl^W^ 
laire;iHlt» <Bh»»g i U» tuéiUu i j H Ul^ l % ÊiÉ iV9i,m\WÈ]ti^im Ê$i f ; cX, pour 
un même liquide et différens tubes de même matière > il sera propor- 
tionnel^ en vertu de l'équation (4), au contour c d'une section hori- 
sontale de; la surface intérieure de chaque tube. Si l'on appelle b 
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l'Ain cU wlte aMtMi, et k T^doiMEMM moytmmé^hi nrftiM du 
liqoi^>oii 



etji par conséquent, 

Or, pour dm cylindres oa des prismtt MmUaUes^ l'aue è est pre-» 
IMNTtkmneUe en carvé de c ; ïéiéimiimk mojpenne k dm liquide ao-desMa 
de MU m¥6»« extérieur ^ sera donc do même fifgna que F et en nuMm 
inverse du contour c^ o«^ pkis ^néralement , ea rnson inTeiae * 
des lignes koroolagnes des sections horiaoaÉales, qu'on ««ppose éta 
des figures aembliddes* 

(5i)tr Maintenant , oonsidérems, en particoKer, le cas le plus ordt- 
naîre, celui d'un tube capillaire dont la cmrfiice intërienire est celle 
d'un cylindre vertical à base circulaire, et qui a son extrémité infiS* 
rieure. plongée dans nu liquide Honfogèiie. 

La surface capillaire sera alors une surface de révolution ayant 
pour aie celui du tube ; au point oè éffe coupera cette droile , et que 
j'appellerai C, ses deux rayons de courbure seront ^^ux^t de même 
signe. En appelant y leur valeur commune, on aura donc A = ^'=7; 
et l'on devra considérer y comme positif eti comme négatif, selon 
qu'au point C le liquide sera concave ou convexe. Si Ton désigne par 
h l'ordonnée vertioale de ce point C , positive ou négative , selon qull 
sera situé au-dessus ou au-dessous du niveau du liquide en-dehorsftu 
tube, ou aura, d'après l'équation (i), 

hzm^ (6) 

A ca^se q^'il est indispensable d'av<iir égard,, esk même temps, à 
l'attraction mutuelle des molécules fluides et à leur répulsion cakni*- 
fique, ainsi que nous l'avoqs prouvé dans, le dhiapître pnvHer de cet 
ouvrage, il s'ensuit qu'on ne saurait délenniQer, àfrwii, le signe 
de H; car la force, d'où dépendent lea deux parties q et f , de ecMe 
quantité 4 chfpge akira de $igno dans l'éteBdne de ac» valewa sea»- 
sibles, s^Xqx^ que Tattraotion à la distance r est plus grande ou nuiiidre 
que la répulsion. fiAais rex|>érîeQi;e aytol constainnent prouvé <qne 
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liquide^ et que son abaissement n'a jamais lieu sans que le iiqttide 
ne soit coof^xe^ il &ut que A ait, dans tons les cas, le même signe 
que y,' ce qui exige que H wit toujours une quaatité positive. Gelt 
nous moxrtra que, dans l'intégration d'où dépend la râleur de ^, 
qu'on peut considérer comme la partie principale de H, c'est la force 
àtlractiye qui est prépondérante; tandis qu'au contraire la forcé ré- 
pulsive l'emporte^ en général, dans la sommation relative k la près* 
sion mt tine surfiice platte (n*7); mais ces indications ne suffisent 
pas pour qu'on en puisse tirer quelques conséquences précises sur les 
Ms de décroiasement de ces deux forces, et sur l'étendue relative de 
leurs rayons d'activité. Quoiqu'il en soit, fiouft regarderons donéna^ 
vaut H comrme un coefficient positif, dont la valeur absolue variera 
aeule avec k matière et la température du liquide. 

(52). Je représenterai par a Je rayon d'une section horizontale, 
£ute dans la surfisice intérieure du tube, que l'on prendra , sans er- 
reur sensible, pour cehii du contour de la surface capillaire, tracé 
sur cette surface à distance insensible de celle du tube, et auquel con«* 
tour l'équation (5) appartient. Si fe tayôn « est extrêmement petit, 
on pourra supposer, du mbins dans une première approximation , 
que la sur&ce capillaire coïncide avec celle de sa spbère osculatrice 
au point C On aura idors 

ÙL 

CÛS#=S<— -^, 

y 

en observant que, d'après le signe qu'on attribue k y, cette quan-* 
tité est positive ou négative, seloo que l'angle^ est obtus ou aigu* 
En vertu de l'équation (3) et de la formule (6), nous aurons donc 

•H , F 

ce qui montre que le point C s'abaissera ou s'élèvera suivant que la 
quantité F, dépendant^ de la matière du liquide et de Cell^ du tube^ 
ler^ positif ou négative; et, d'après la seconde formule., l'abais^ 
sem^ <>u l'élévation de C» pour un même liquide, et dilBuresn 
tabès d'une mâoie matière ^ serait en mison inversef de leur$ 4iiH 
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mètres ; mais cette loi est un peu modifiée dans la seconde, aj^roxi* 
mation. 

Le degré et le sens de la convexité de la surface capillaire dé- 
pendaat du rapport de F à H et du signe de F, il est bon-dç cher^ 
cher à se rendre raison des diverses valeurs' de ce rapport pour 
différens liquides* Voici jce que Ton peut dire à ce sujet 

i^. Lorsque la matière du tube u'exerce aucune attraction sur 
celle du liquide qui s'appuie contre sa paroi intérieure , la couche 
du liquide adjacente a cette paroi doit être dans le même état que 
la couche superficielle en contact avec latmosphèi^. .Ces deux cou- 
ches liquides, dune épaisseur insensible, transmettent la pression 
intérieure y l'une à la surface de lair, et l'autre à la surface du 
tube; et cette pression est détruite par celle qui est exercée len sens 
contraire sur ces mêmes couches, et qui est due. à l'action du calo»- 
rique propre, soit des molécules du tube; soit de^ molécules de 
l'air, sur celui des molécules du liquide. Cela étant , les forces R. et 
R' seront les mêmes ; on aura donc v = — ,9.; d'où il résultera 
F =: H , cos cù =a I , ^ = — cl; et la surface du liquide sera celle 
d'une demi -sphère convexe par eh haut* Ce premier cas est celui 
de l'eau contenue dans un tube dont la surface intérieure est enduite 
d'un corps gras. 

2^. Si l'attraction du tube n'est pas nulle, la variation de densité 
du liquide ne sera plus la même près de la surface libre et près de 
la paroi du tube, et l'on n'aura plus « = -^f ,. Lorsque l'action mo- 
léculaire du tube sera la même que celle du liquide, celui-ci se 
trouvera dans ^ le même état que s'il était contenu dans un tube 
formé de sa propre matière ; il n'éprouvera donc plus aucune varia- 
tion de densité près de la paroi du tube; par conséquent, on aura 

«D-ssaç (n** 49) î W q™ donne -F==— ç, et d'où il résulte 

• cosi»=s ^— ', > = -^ T - ^ > 

i q + Çi' ^ q 

Vu l'état de dilatation diu liquide dans l'épaisseur de sa couche super- 
ficielle, a laquelle répond l'intégrale que q^ représente^ il est naturel 
de penser que cette quantité ^ , est peu considérable relativement à ç. 
Dans ce second cas, le rayon y doit donc peu différer de celui du 
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tobe/et la fcnmp du liqaide. doit étreiij>e,u près, un ,}i4fnÎ3pher^ 
concave* '..-,,. • . '• ^. \ ,M -/m)! .,. 

S*. D'après l'examen de ces dciux préviens cas^ lions, poY^yp^^fi(f- 
mettre qnë si la forceattractive du tube passe g^adue^ement de zéro 
à une îjQtensf te égale, à celle de. ratiraction du liquide sur lui-même | 
la-qiiaatite m passera en même temps de . — f^, k 2g ; la quantité F, de 
H à une valeur peu différente de . — H, et la forme du liquide , d un 
hémisf^ère, convexe à une surface concave^ à peu près Iiéniisplié- 
riquey^sans qu'on puisse assurer néanmoins que la figure du liquide 
et la valeyr moyenne F == o répondent à ^e attraction du tube 
égale à la moitié de celle du liquide (n"" :io). 

4^« L'attraction du tube continuant d'augmenter et devenant supé- 
rieure à celle du liquide , on pôut aussi admettre que F continuera de 
varier dans le même sens quauparavanti et finira par surpasser — H^ 
abstraction faite du signe. Alors ^ l'équation (3) ne sera plus possible; 
et comme elle est nécessaire à l'équilibre du liquide, cet état sera 
également impossible. On en doit donc conclure que quand l'attrac- 
tion du tube sur le liquide l'emporte sur .l'attraction propre du li- 
quide, une couche dé ce^fluidev d'une épaissetir aussi petite que l'on 
voudra, s'élève «au-dessus de la surface capillaire, leî^long de la paroi 
du. tube et jusqu'à son extrémité supérieure* Dans -ce cas, on pourra 
remplacer la paroi du:tube»par une surface cylindrique y, traciée dans 
l'ioteneur du Kqvide et indéfiniment prolongée au*dessus et.au-dessous 
de la sur&ce capillaire. On supposera que^l'actioadu tube ne s'étend pas 
jusqu'à cette paroi fictive, et qœ.la distance de. cette paroi à la, surface 
extérieure de la couche minoe du liquide, élevée. au-dessus de la.^ur- 
face capillaire, soit insemible, mais plus grande que le ray^n d'actir 
tîvité des molécules du liquide. De cette manière^, on aura.^ri;^ agi 
et pour tenir compte, dans le n^ 38, de l'action exercée sur le seg-r 
ment qu'on a appelé C , par la couche verticale dq. liquide supé- 
rieure, à C, il faudra diminuer cette force '2!r,'de celle qu'on a dé+ 
signée par U ( n* 4^ ) et qu'on a trouvée ^ale à — Çi. 0!n aur^ 

donc , dans le cas dont il s'agit > . . . 

• 

' et, par conséquent, ^ ss et; c'est-à-dire que le liquide sera con- ^ 

14 



Digitized by 



Google 



i«6 KÔÛVÊÏ^E TIHÏMIE 

CàVé et Wintttlhëfî^uè. C'«st (3è ^ûfe V6h ptis^i^ej «n tsffitt^ Umteê 
les fois que le tube est susceptible d'être mouillé par le liquide^ et 
qiiHl k êtë pr&hblettrridt btiiïiôtté dàirô totite sâ lowguwr. Lorsque 
ll*oh n'a pas ptis c^ite ^i^atitibn , lé frottertietot du liqtri^ dplitre 
le Xnbe s'oppose à râératiott tle la Couche toîuoe 4û fLtààt 4kv*àm^ 
sus de la surfatè Cïipillairè j cfe qui donne Heu, Mttttnè ttdW I'bxh 
plîquerons plus baS, a diflërete états d'équilibre, ilattS kfiqwds hi. 
courbure de cette surface et sa hauteur au^deeslis du tLireaii iifté*- 
rieuf n'atteigùent pas fcur tnn:timttm. * * 

(53). Dans le cas dtf F = — H , qui a lieu le plus cotntauué- 
ment, on aura 

en ne considérant, pour abréger, que la partie principale ç de H , et 
substituant sa valeur en intégrale définie. 

Supposons que la température change, et que A# p? ^9 deviennent 
A', p', R'; on aura de même 

en négligeant la petite variatium de « qui pounra avoir lies. Or^ 
quand 4à densité augmente ou diminne^ le nombm des molécules 
que renferrtie cbaqtie unité de volume^ varie snirvanfe fetnèmeraj^iort; 
par ce%te i^ison, la quantité A, qui re|Mrésente Tadion matuelfededeuk 
unités de vohime du liquide, devra vuribr dans le rapport du camé 
de la densilé. B'aiilleurs , la iforoe attractive de de«x molécules oe 
change pa^ at«c leur tempacature-, mais sooïmïJtaA ]e«r nquilsion 
iButfielfe, qui dépendide k quantité de chaleur qu'elles contienneut. 
La pfMiÂère )d« ces deux foi^oès éteint firépendérasite idans la valeur de 



/. 



Kr^dr^ si l'on fait abstraction de la variation de. la seconde, 
tl stiflfiwi domrde foiise 

R = 5f; . 

et en comparant l'une à i'autre les valeuj:^ précédentes de h et h% 
ott-aura .:';''!. 
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- . . ■ . ^ ,* • * :. ;p .- ' 1 n •. . i:" *. •• ' •• *'ty 

L'expérience montre, en effet, tjixe pour un même liquide à dfèflS- 
nn^ tenipérAlurts^ l'elëiflation d^ pdidt'OcvbltpripovtioTiMlleiHént 
à}à4eniklK); ce ^idoMtftliéu ie vplre^ qw^^JuifonrabéptilBÎVtidal kl 
chaleur, ou du moins sa variation, que nous avons négligée ^'^ li^ 

qu'une influence insensible' sur^l ititi^grale ^ / Kr^dr. 

Si Ton désigb^ pait net uf deux fractions; posiUyes dont'la sothtnë 
soit l'unité, et qu'on mêle ensenîMe denxKqtiidtes daAfs la proportion 
de 2^ à i/, il est aise de voir qu^ \^ val^m; 4^ c^^ intégrale, relative 
au mél»ige, sera de la forme : ^ ^ 

en désignant par U^ U, j^ U', des coefficiens indépendans de u et i/', 
supposant que les températures des deùic liquide^ sont égalés entr^ 
eïles et les mêmes avant et après le mélangç, et négligeant tpujoui;s 
le changement d'intensité de la force répulsive qui peiit résulter de 
l'absorption de chaleur dont \ç. m^ange est aççdmp^giié- CeU é^Pt# 
si l'on désigne par v la valeur du produit Ap qui répond au liquide 
mélangé, on aura , » ^^ i. • 

p = wy + uu% Hr fe'5^^' . i • - 

ff fi y f* > étant anssr des quMilit^a indépenâiiiftes de u et u\ dont 
la première et la derrâëre sont lfi& :ïa!tenrs dé hp relatives aux deux 
liquides séparés. Il serait intéressant de, vérifier cette formule , par 
l'expérience, pour différentes proportions de ces deux liquides, en 
supposant / et /' connus, eJL.^pprèp j^Q^. ^ptçïfpiflé / . 4'^wrèf U 

valeur de v qui répond , par exemple ji à w == w' = -. Si elle s'ac- 
cordait avec Tobservàtio^ l^hypothèse de la non-influence sensible 

de la chaleur sur la valeur de / fif ^^, ^autrement que par la dila- 

4ip^a,d*l^ui4#l,ft?><wwe^1ftit^«»t-riv',^ . 

, (54),. ilLes réftèonoiis préndent» m mppartMi: ^ li^. pattM pbjf|îii|«e 

de la question. Revenons actuellement à la partie ai|ytkém«tîqii? , et 

i4-* 
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considérons de nouveau la surface de révolution *qui termine un H-- 
quide contenu dans un tube cylindrique^ vertical et à base cir- 
culaire. . . « . . 

Si Toof priend Taxede <:e:tube pour. celui des Zp et qu'on: appelle 
t la distànite du pcMut. quelconque M dé celle suirfiiee à ^te disoite. 
On aura • 



l'ordonnée z du même point sera une fpnction de ^; et ^ cela étant, 
on trouvera que Téquation {2) derient 

d^ +15"v"^£» y _ I , I , 

' 3 ' " — -^ T *+■ V ' 

ce qu^on peut aussi voir en observant que les deux rayons de cour- 
bure principaux d'une surface de révolution sont le rayon de cour- 
bure de sa courbe, génératrice , et la normale à cette courbe , dont 

la longueur est t^ — ^i — '. En faisant 

l'équation (i) deviendra donc 

d^ "*" t dty^l^) _ AS 

et l'on 'pourra la remplacer par celle-ci : 



dz 
'dt 



V«.^^ 



= = 5/^, (7) 



qui s'en déduit en la multipliant par td£ et int^prant, et dans la- 
quelle rintéj^al^ /zl^i eommencera avec la variable t. On' aura, 
en m^Rve tcnups, 
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COSOiacs— - 



\/de + d:^' r 

le signe du dénominatear étant le même que dans le pre/nier membre 
de l'équation précédente^ où il se /détermine comme il a été dit 
plus haut (n^ 49)- "^^ 4^^^ ^^ ^^^^ ^^^ 
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dz 

t T 



Je suBstîtue la même valeur de z dans le premier membre, eï je né- 
glige le carré de ^ ; tirant ensuite la valeur de ^ ^ il vient 

dt V>^3a« >:/(3,^._,.)î 3a'/ l/TCfT^^ 

Or, pour «pie ta valeurdei^ qui^ên résuResa ne devienne très grande 

pour aucune valeur de ^ , il faudra que le terme divisé par (y — <•)• , 
dfâparaisse de cette expression ; on fera donc 

d'où l'on tire , à' très peu près , 

y=>-.è?; 

à cause^qtielk^n a supposé y' très peu âiffiérent dé y y ce q«il exigera 
que la fraction ^ soit 1res petite , et résultera efiectivement de la 
supposition de A trèlr petit par tapport à ab.^à aura maintenant 

et, par conséquent, 

U ne reste plus qu^à déterminer h et >'. Qr , les éqtiàtkms (7) et (8) 
donnent 

y ' «Vo * ' • • 

en faisant z=: A^-z,. et observant que A = — • On en déduit 

ai et* J o 
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A Ja yAâoe de 3,^ j® «étardam ces éapeiaticns la ^fikinm^i(xp)^ jninn& 
smi)nrQiirier terme, ^n n^gligerat let' tennes dmiës par o^ îi^menk 
d'abord . • ' j 

d'où l'on tiré la valeur de 7, et ensuite 
On ^ura, en outre, 

ou Pou substituera pour y sa valeur précédente. \ 

' On ne pourra plus faire usage de ces formules, lorsque b sera une 
fraction peu considérable. Si elle est très petite, la courbure du li- 
quide le sera aussi ; ;y sera donc très grand par rapport à a ; et l'on 
satisfera, par approximation, aux équations (7) et (8), en prenant 

(55). Toutes choses d'ailleurs égales, si le tube, au lieu d'être 
plongé dans le liquide par son extrémité inférieure, est adapté par 
son autre bout à un orifice pratiqué au bas du vase qui contient le 
liquide , les équations (7) ef (8) auront encore lieu (n° 3o) ; mais Je 

radical y/i^+r ^ y wra de signe oontcaîre à cel»i iqu'îl avait dan^ 

le cas précédent ; et , dans la première approicimatioD , il faudi>^ 
prendre 

le radical \/y^ — <■ étant., aonkme peécademment , de même signe . 
que le rayon y. Or, pour avoir égard à ces différences, il sufBi^ d^ 
compter les z positives en sens contraire de la pesanteur, et de chan- 
ger le signe de cette force^ et, par conséquent, a* en —a* dans les 
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fomiales précédentes. Il ea résulte qne rabaissement, du liquide tài^ 
deasoQS de son niveau, dans ce vase, sera un peu difierent, sek»i 
que le tube y sera plongé par son extrémité inférieure, ou qu'il j 
sepa adapté par son extrémité supérieure. Si l'on a, par exemple, 
A 3= I, on aura >' = — * j et, eu vertu de l'cquâtlon (i i) , cet 
abaissement sera 

dans le premier cas, et, dans le second , 

ce qui excède de -^ la première valeur. Il faut évideminent que 

b soit positif, pour que l'équilibre soit possible dans le second cas. 
(56). Dans le cas le plus ordinaire, où le tube a été préalable* 
ment mouillé par le liquide dans toute sa longueui^i on a â = — - 1, 
y = a, et l'équation (i i) donne 

*=? — l+âs^^^s^ — 0- . 

Les seules expériences exactes qui aient été faites sur l'élévation des 
liquides dans le^ tubes capillaires sont celles de M. Gay-Lussac. Elles 
se rapportent à la formule précédente, et sont assez précises pour en 
rendre sensible la partie qui n'est pas en raison inverse de a. Relati- 
vement à un liquide dont la matière et la température sont données , 
on déduira la valeur de a% de la valeur observée de h pour un rayon 
donnée. La formule fera ensuite connaître la hauteur A qui répond à 
un autre rayon a, avec d'autant plus d^exactitqde que la fraction 

r^ sera moins considérable. 

Ainsi, par exemple , dans un tube mouillé d'eau k la température 
de 8^,5, pour lequel on avait 

a s 0-^,6472 , ' 

M. Gay-Lussac a trouvé 



Digitized by 



Google 



0» UACnON CAPILLAIRE. . ,i5 

On en con(f ul 

a* = (i5,i^9) millimètres carrés; 

il en i^nlte que pour 

a = |-,95i9, 
on devra avoir A 

Suivant M. Gay-Lussac, on a i5^"',586i; ce qui ne diffère que de 
o'"°,oo32. On peut remarquer que la différence serait beaucoup plus 
grande, si Ton n'avait point 4^gard au deuxième et même au troisième 
terme de la formule. 

Si la surface capillaire n'était pas. tangente a la paroi du tube, et 
qu'on n'eût pas 6=:=p:i, il. faudrait, pour déterminer la valeur de 
bf mesurer la flèche du ménisque qui termine le liquide, dans le 
cas d'une valeur particulière de a, et l'égaler à Fexcès de la valeur 
de z relative k t:^: a, sur l'ordonnée h du centre C. Cette <équa- 
tion, jointe à celle qui résulterait de la valeur de k, mesurée pour 
la même valeur de a, suffirait poul^ déterminer la valeur de 6 , 
en même temps que celle de a; mais la mesure directe de la flèche 
du ménisque est peu susceptible de précision ; et nous verrons , par 
la suite, qu'il y a d'autres moyens d'obtenir les valeurs de a et b dans 
le cas où la surface du liquide fait un angle avec celle du tube. 

(57). Supposons que l'on place dans l'intérieur d'un tube, comme 
celui que nous venons de considérer, un autre cylindre semblable , 
ayant le même axe vertical j le liquide compris entre ce cylindre in- 
térieur et la paroi du tube sera encore terminé par une surface de ré- 
volution. Si les angles co relatifs à la matière du tube et h oelle du 
cylindre sont tous les deux obtus , la génératrice de cette surface 
sera concave par en haut; elle sera convexe s'ils sont tous les deux 
aigus ; et si l'un est aigu et l'autre obtus, elle présentera un point d'in- 
flexion. Dans les deux premiers cas, il y aura sur cette surface une 
ligne circulaire et horizontale , peur laquelle toutes les normales à 
cette siïrface seront verticales, et qui en sera une ligne de courbui*e. 
En prenant K pour son rayon de courbure, on aura A.= 00; et si 
l'on appelle € celui de la génératrice en un point C, où elle coupe 

i5 
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la ligne horizontale^ et que Ton regarde € comme positiî ou comme 
négatif^ selon que la génératrice sera concave ou convexe par en 
haut , on aura A' = €. En désignant donc par / l'ordonnée z de ce 
point C, nous aurons, d'après l'équation (i), 

et en comparant cette valeur II la formule (6), on en conclura 

^i la distance comprise entre le cylindre et la paroi du tube est 
très petite, par rapport k la constante a relative à la matière du 
liquide, la génératrice de la sur&ce de révolution se confondra sen- 
siblement avec son cercle osculateur au point G. En appelant alors 
a la distance de ce point à la paroi du tube, on aura a=z — f coso», 
et , par conséquent , C =7 (n® 62), si l'angle a> est le même que précé- 
demment; il en résultera donc Iss-h. Lorsque l'angle cù sera aussi le 

même à la paroi du tube et à la surface du cylindre intérieur, le 
point G se trouvera également éloigné de ces deux surfaces*, et a 
sera égal à la moitié de la distance qui lés sépare ; d'où l'on voit 
que l'élévation ou l'abaissement du liquide entre ces deux corps de 
même matière n'est que la moitié de son élévation ou de son abais- 
sement dans un tube capillaire dont le diamètre est égal à leur 
distanee mutuelle. Quand la matière du cylindre intérieur différera 
de ceHe du tube , le point G ne se trouvera plus k égale distance 
des deux surfaces. Si l'on désigne par «' et û/ te que deviennent 
aei» relativement à la sut^face du cylindre, on auna ei^=«— Ccos »', et 

l'on pourra aussi prendre l=-h\ en appelant Â^la valeur de h dans 

un tube capillaire de la même matière que le cylindre et d'un dia- 
mètre égal à af. La somme a + dosera donnée, et l'on déterminera le; 
rapport de ses deux partieSi au nipyen de l'équation oe:cosû>'ss«'co6û»« 
Goibrae ces résultats sont indépendans delà courbure du tube et 
de celle du cylindre intérieur, et qu'ils supposent seulement leurs 
surfaces très rapprochées et partout également distantes l'une de 
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l'autre , il s'ensuit qu'on pciut retnp^cer J« tube et le cylindre 
par deux corps terminés par des plans parallèles et verticaux dont 
la distance, mutiaelle scùt très pptite. Ainsi ^ pai: e:gemple^ dans ^le 
cas d« la ménrie matièr^ , l'élévation ou l'abaissement d'ua U(|ai4^ 
entre ces deux plans, ou la valeur de l^ sera moitié de cfi^de h 
qui a lieu dans un tube capillaire dont le diamètre est égf,l à leopir 
4istai;ice mutueUe; ce qui est conforme à l'expérience, ^an^ce jK^as, 
et dans celui d'un tube. et d'un cylindre, on pourra^ si roaiyeut, 
cakiiler la valeur de / avec plus d'exactitude par l'analyse duLn^'.^i 
maî&.si laxronstante a n'est pas. tr^ grande par rapfprJ^ii V4p^î^»^ 
du liquide, ou bien^ si les deux corps soift de matière différ^ytt^ et 
que la surface du liquide subisse une inflexion ^^1 ffijudra necoji^iir 
à d'autres méthodes, ainsi qu'on Le verra dans le chapitre YI^ au** 
quel ce problème appartient plus spécialeogh^t^ ...).. .r 

. (58^ L'^najy^ du n^ 54 s'éten4r^ (acilernent, au çaSxOÙ.l^ surface 
intérieure du tube, au lieu d'être cylindrique ^ sera une surface ^qiuelr 
conque de révolution, ayant toujours son axe vertical, et un dia- 
mètre très petit dans toute sa loD^ueu¥. 

; Dunsrce^cas génâ:al., scH^^t 0CAj9t.DQE(fig. ij^ lea-aorf^et^du li*^ 
quide et d^ 1ube,j.et FB leqr. axi^ commun* |?ar wi pOii!kt vqu«kp<M|m 
0f»>r9fi^i;tenai^ârU contons dq^la siiriacedu Jiq^ide^ mf^ng^dâs pofr 
pep^d^laires ON, OK, 0Q>^>^ çqtte .sji^rf^ice^ À^celte 4»: ttib<e.et àJfi 
verticale FB. Supposons la normiaM 0K.<:ompi9^a dans la: matière, du 
tube, et la normale ON extérieure par rapport au liquide, ce qui dé- 
terminera le sens de cetje droite , en observant que le point s'é- 
carte un tant soit peu de la paroi .du tube. L'angle KON sera celui 
que nous avons désigné par a> , et dont le cosinus est b, en con- 
tinuant de faire F = 6H. Appelons z l'angle GOK, aigu ou obtus, 
que fait la normale OK avec le prolongement OG de OH , %t ^ le 
eosinuaidé l''angle GQN "compvjs entredé mémeiprbtesgemeat et la 
fiorfna)tt:.ONv Nous xiuiMins ' / ^ 

€ = i cos ï ± v/i — T* sin / , 

selon que la droite OK tombei^aen^dehofs ou en-dedans de l'angle 
GON ; et si nous désignons par ci le rayon OH du tube , qui ré- 
pond à la surface du liquide , nous atn^on^ eiiiiiHtt ' '< 

i5.. 
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ea faisant t =s a après ]es différentiations. Dans cette équation , le 
radical aura le même signe que dans les équations (7) et (8). En 
la joignant à l'équation (7), on aura les deux équations qu'il s'agira 
de résoudre. 

H faudra^ pour cela, distinguer deux cas : le premier aura lieu 
quand la verticale menée par le point ne rencontrera pas de nou- 
veau la surface du liquide, comme dans la double figure 14 ; I^ ^~ 
eond, lorsque cette verticale rencontrera la surface en un second 
point (Y, comme dans la double figure i5. Dans le premier cas, il 
suffira de mettre € à la place de b dans les formules du n® 54 , pour 
qu'elles s'appliquent aux équations (7) et (12); le second cas exigera 
une attention particulière; 

Il y aura alors un certain point T, compris entre et 0', pour le- 
quel la tangente à la courbe OO'C sera verticale. Dans la partie TC 

de cette courbe, le radical \/i + ^ ^^^ ^^^ quantité positive, 

et dans la partie TO, une quantité négative, d'après ce qu'on a dit 
précédemment (u^ 49)* ^^ s'ensuit que , quel que soit la constante y , 
on satisfera à l'équation (7), ou, par approximation, k l'équa- 
tion (9), depuis le point C jusqu'au point T, au moyen de l'équa- 
tion (10), dans laquelle on fera toujours 

Pour satisfaire II l'équation (7), depuis le point T jusqu'au point 0, 
on prendra 

le radical ayant le mérùe signe que y, et p étant une variable très 
petite qui devra être telle que cette valeur de z coïncide au point 
T avec la formule (lo). Ce point répondra k t sss y'; il faudra 
donc qu'on ait 

pour cette valeur particulière de <., 
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Comme le point C u'apparfient pas k Ja paMie .TO^de*la><burftK:e> 
il ne sera pas nécessaire que l'intégrale Jzi€li,'ContAnne'dsLïm lesé-^ 
eond membre de réquation (7)^ s'étanoinssç aTeC^, quand on y^tibs- 
litaerarla yalear précédente de is* Jc) pourrai NdoDc supposer qu'en 

négligeant le terme —/iftdt, et mettant -^ au lieu^ âe h, l'équa^ 

tion (7) devienne , par la substitution dont il s'agit , 

r 3? ~ \> ^ W 3a» 3fl» ' ^^^J 

en sorte qu'elle ne différera de l'équation (9) que par le signe di| der- 
nier terme de son second membre; ce qui est nécessaire pour que y 
soit le même que dans la formule (10). Je substitue la même Valeur 
de £ dans le premier membre de cette équation (i3); je néglige le 

carré de ^ ; et en ayant égard à la valeur de y^, et observant que 
le radical i/ ^ "^ ^ ^^^ maintenant une quantité négative, il vient 

ce qui donne 

^=&^^«— -^^ * 

en intégrant et en déterminant la constante arbitraire aii moyen de la 
valeur de 9 qui répond à t=:y\ La valeur correspondante de z sera 
donc 

.==*+/+ v^^rriii-f. »^' log >:=^Er. 

ce qui ne diffère de la formule (10) que par le signe du radical 

. Ainsi, lorsque Ia*sur£Eice capilbire est rencontrée en deux poiiîts 
par chaque verticale , dans sa partie voisine de la paroi du jtube , 
réquation (10) appartient à la surface entière, en y prenante radical 
avec le même aiguë que y\ depuis le c^tte de cette siUfiice Jusqu'à 



Digitized by 



Google 



4>QP Waii7«^ V ddpub iW^^ û9Nti\^e Ijn^WâU oMitQnr éfela .siufecei 
., {(^iM3(t Àik .Y«lçm:d<^. >^ ^îiA: y faudra finhpkfyérvion.fe:!^^ 
{o0x^ep,i^6wt <^{f^^ 4w9'ieqriation (i3); ce i|ittidoD«ft> en mcitMt 
^ au lieu de y' dans l6s termes divisés par^*, et a/ant ëg^rd à 
réquatiOQ (la), 

tfi*— - î! -j- îl2 _ ?2l^ _ ^ (>* — *^) ' . 

d'oà l'on tiré 

^~ CL^'^a^' 3fl*C4 "l?gi J' 

en h^glîgetfnt les f€*rnies diyisés par aj. On âura^ en même temps, eu 
T>égK|*eànt teux qui ont a* pour diviseur, 

•; • • .. '.11. .' . . • 

et si l'on compare ces formules à celles du n* 54id(^n voit que l'ordon- 
née du cediretlô la'lsiûi^face et sa courbure en ce point ne ^ffèrent que 
par le signe du radical y(ï^^^*^de <:^llea qui ^t lieu lorsque la sur- 
face n'est rencontrée qti'en xpa. seul point par diaque verticsJe. 

D'après la i^emarque du n* 55, pour appliquer ces diffiénetitto for- 
mules au cas où le tube sera adapté par soa extrémité supérieure au 
bas du vase qui contient le Inpiide, if suffira d'y changer d* en — a% 
et de compter les z positives dans le sens de la pesanteur. 

On pieut observer que dans le cas de b =^± i,. on a y s=:=pa; 
ce qui iloft être, en effet, puisqu alors le contour de la surface car- 
pillaire coïncide, avec la courbe pour laquelle son plan tangent est 
vertical. ; ' / - >■ . - -. \ ^ -|- -r * ' 

(Sg). Les différentes formules du numéro précéd<snt supposent 
côtinu^ le rayon «de'lA sèctioti dû tube à hqùelle le liquide s*ar- 
rètera. Or, on formera l'équation dont sa valeur dépend, en' éga^ 
làuV'^ntr&ielle» lesdeiir^^tpreaUbBiide 'Z^pitriiimfiieBâ au^^icto- 
t<Hf^e4î^s«ifac|e du liquide >^ et tjèm^l'uciewvia «Uniiér'papiriéqvatnNi 
èe^ijette^^md^fflc^j leKt^t^'par hi suvface«qt|ft*i6tAreid«i'ltt]Mry 

i^dflYéVisi 'fif^ cotinditliè i'tfNigte'^ en^^fokcôoA 4^ ^;^ S'il s'agit, par 
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exemple^ d'un cèiiie «droit ii baie draidaipe> ^î sen Tiitiglè) do^Riéic* 
ccostant que fitit >kt génératrice avec sdn axie ve^fticlBil^ "et l'on iMirdi> 

ponr la yalenr de z fournie par l'équatico de la surface du tubt^ ; 
6 étant le rayon de la section .faite par. Ip {dan, du ,niyea,u extérieur. 
On égalera donc cette valeur à celle qui' résulté de l'équatio^ (^0)7 
en y faisant txzap mettant €, au lieu de b^ et donnant le signe con- 
venable au radical vy'-— a\ 

(60). L'influence de l'indii^aisoii. jsur l'iéléy^lÂ^Mi et jla owrl^tae 
du liquide, explique ce qui arrive quand il alX^t l'une 4ed d»uxi 
extrémités du tube. 

Supposons, pour fixer les idées, que la surface . intérieure dq t«be 
soit celle d'uu cylindre vertical, et que ^qs extrdniités soient temiH 
nées par deux autres surfaces de xévolution ^^ i^yant Je «néine axe 
que ce cylindre. Soit FB cet axe (%• 16), DD"" la g^néralr ioe^ de la 
surface intérieure , DPQ et DT'Q' celles des deijux. aurfiicc» -exti^içs , 
OCÂ ou OCA' celle de la surface du liquide, selon qu!il sfélèvem^ 
ou s'abaissera par rapport à aon niveau extérieur, jrèfiréBenté tpàr 
GH. Par un point quelconque du coqtour de la surface capil-^^ 
laire, menons eu -dehors du liquide les normales ON etOK k sa 
surface et à celle du liqpide , de sorte que NOK soit l'angle qu^'on* 
a désigné par ^, lequel angle est donné et invariable, quelque part 
que soit -le pqiat 0. A mesure que Fo^ enfoncera le lùbe dans Je 
liquide, le point se rapprochera du point D^ s'il y a. élévation 
au-dessus de GH. Tant qu'il .n'aura pas atteint le point D, h sur^i 
faoe du. liquide ne changera pas, noix plus que l'ordonnée QI du 
point G où elle coupe Taxe FB; l'une et l'autre se détermineront 
par les formules du n® 54- Quand le point aui^a dépaaaé le point 
D, la normale KO s'écartera de la direction horisoalale; Ja Jij^mé- 
dtt liquide Y^era et se déterminera, aicfêi que irc^domiée GH, en 
reufiplaçant, d'après ce qu'on a vu dans le n* >£i8, 'la constanlQ) 
b par une quantité € dépendante de rificUnai^QQ de KX) éti.de! 
l'axigjle constant KON. Si^ par exemple, ^oki a ^:$c:~ri,^les droites: 
KO et IN serpnt coi^tammçnt dans' le }]wrôloogeknefit, l'uitè)ds; 
l'rautrc; ia concavité .du iiquidfl diminuera de^plus ,ep j>lu$> àfqiie^i 
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mréitfpkt s- élèvera au •- dessus de D; et.aa snrfiace sei^ plane et 
dio.ioivGati aved h Uqjaide extérieur, lorsque aura atteint le 90mr 
met P du bord supérieur du lubCjj^ c'est -à - dire le point où le 
plan tangent est horizontal , et ou, par conséquent , la ligne KON 
sera Vertîàale. Des éfifets semblables auront lieu quand on élèvera 
lé^ubè jusqu'à ce que le point ait atteint et ensuite dépassé le 
point D*; 

''6éla''pbsé, si roh mènre par le point D un plan horizontal qui 
coupe au point L la courbe «JDPQ, et si l^n xetrahche la partie du 
t«be située au-dessrùd de ce plan, de sorte que le tube soit maînte- 
uantl^tern^iné poit «ne portion de surface plane et horizontale, il y 
aura une arête vive à l'intersection de ce plan et de la surface in- 
téi^îeure du tube> dont le point D fera paHie. Mais, dans la réalité, 
cette arête sera toujours un tant soit peu arrondie; et, quelque petite 
que soit sou épaisseur, die sera néanmoins extrêmement grande, eu 
égard a<i rayon d'activité oioléculaire , qui est tout-à-fait insensible» 
Or, oelà ;suffit pour que ce qui précède soit encore applicable, lors- 
qu'on enfoncera le tube dans le liquide. I^uand le point aura at- 
teint r«:xtrémilé supérieure de la partie cylindrique de sa surface , 
k'Hgiie KON tournera autour de l'arête de jonction de cette partie et 
de la partie plane ; la normale OK à la surface de cette arête, passera 
gra'duellenient de ta direction horizontale à la dii*ection verticale, 
soois'que l'angle KON éprouve aucune variation. Pendant ce changé-» 
ment,. le point O se déplacera extrêmement peu ; mais il n*en sera pas 
de'inênic à l'égard du point C. La distance CH au niveau extérieur et 
laicoui^hûre du liquide dépendront à chaque instant de la direction 
del OK. L«a surface de l'arête n'étant pas connue, l'angle i que fait 
cette normale avec le prolongement de la perpendiculaire abaissée du 
point O sur l'aie FB, ^nésera pas donné, comme dans len* 58, en 
fonction de la distattce a de ce même point à cet axe ; mais on pourra- 
prendre pour «^ le rayçn de la partie cylindrique du tube; et cette' 
quantité étaiit donc connue, ainsi que l'ordonnée verticale du point 0, 
pour la(|uelle on prendra celle du point fixe D, on emploiera, pour 
trouver la valeur de «, l'équation qui autait servi, d'après le numéro 
précédent, à déterminer celle de u. On pourra donc considéi^f' 
l^angl# if eij par conséquent, la quantité Ç, comme déterminés en 
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fonctiom du rayon a et de la distance du point D au niveau extérieut 
du liquide; et, cela étant, on acbèvera, comme dans le n* 58, de 
calcaler les valeurs de l'ordonnée h et du rayon de courbure y rela- 
tifs au point C, et de déterminer la surface du liquide. 

Le même rwisonnement s'appliquera au cas où le tube est terminé 
inférieurement par une portion de surface plane , jointe à sa partie 
cprlindrique par une arête vive, et où on lé soulève jusqu'à ce que 
cette arète inférieure soit atteinte par le point 0. - 
. (oî). Les lois de l'équilibre dans un tube capillaire seront évidem- 
ment les mêmes, soit que le tube ait été en partie immergé, ou soit 
qu'il communique avec le liquide contenu dans un vase, par un canal 
latéral. Mais, dans ce dernier cas, on pourra élever le niveau exté- 
rieur au-dessus de l'extrémité supérieure du tube ; et l'équilibre sera 
possible jusqu'à une certaine limite, au-delà de laquelle le liquide 
jaillira hors du tube, ou s'écoulera sur sa surface extérieure. Si l'angle 
KON ou û> est obtus, le point 0, après être monté jusqu'au point ÎP, 
descendra le long de la courbe PQ, jusqu'en un certain point pour 
lequel la droite ON sera horizontale et coïncidera avec le prolon- 
gement de la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe FB. 
Cette position du point i*épondra à la limite ^lont il s'agit. L'angle i 
sera alors le même que û»; on aura donc côs i z=: b , et par suite 
€=zx. L'angle i étant connu , Téquàtion de la courbe PQ fera con- 
naître les distances du point à l'axe FB et à un plan horizontal* 
menés arbitrairement; ce qui suffira pour la tiétermination complète 
de la figure du liquide, qui sera convexe par en haut, et de l'éléva- 
tion du niveau extérieur au-dessus de ce plan. Les mêmes choses 
auront encore lieu, lorsque le tube sera terminé par une portion 
de surface plane, qui se joindra à ses surfaces intérieure et exté- 
rieure , en D et L , par des arêtes vives ; seulement , il arrivera 
alors qu'abstraction faite du frottement du liquide contre le tube, 
le point ne pourra plus s'arrêter entre ces points D et L. Par 
conséquent, si Ton désigne par a' la distance de L à l'axe FB, ou . 
le rayon de la surface extérieure du tube, on déterminera la figure 
du liquide correspondante à la plus gi'ande élévation du niveau ex- 
térieur et Jf cette élévation maximaj-en employant, dans les for- 
mules du n^ 54 f cff et C au lieu de a et b, et y faisant C £=? i. 

16 



Digitized by 



Google 



tas NOUVELLE THÉORIE 

De cette menière, on sam >' as — «'j et l'on en condun, par 
exeai{de , 

'— «'^ 3 ' 

eo négligeant le carre de la fraction ~ , et désignant par Ma hau- 
teur du nÎTeau extérieur au-dessus du plan horizontal qui termine 
le tube, à l'instant où l'équilibre y a se rompre; en sorte que si Ton 
élevldt encore un peu le niyeau du liquide dans la vase ayee lequel 
le tube communique I il commencerait à jaillir hors du tube, ou k 
s'écouler sur sa surface extérieure. 

Lorsque l'angle KON sera aigu, le point ne pourra pas s'élever 
jusqu'au sommet P de la courbe DFQ ; la quantité Q atteindra l'unité, 
qui est sa plus grande yaleur, en un point de la partie DP de cette 
courbe ; Tangle correspondant i se déduira de l'équation f ;s: i ; les 
coordonnées horizontale et yerticale de ce point seront ensuite cen* 
nues par l'équation de la courbe, et l'on pouiTa déterminer complet 
tement la figure du liquide. S^il y a une arête yiye au point D , le 
point Û s'y arrêtera ; ses coordonnées seront alors celles de D , et 
l'angle i se conclura de l'éléyation donnée du niveau extérieur au* 
dessus de cette arête. Réciproquement , Téléyatioo maxima se dé« 
terminera d'après l'angle i conclu de l'équation C s= i , et sa ya^ 
leur sera celle de /, en y mettam le rayon intérieur « du tube à 
la place de a^ 

Par des considérations semblables, On déterminera, dans tous lescas^ 
la figure du liquide à l'extrémité inférieure du tube , lorsque sa branche 
verticale sera descendante^ ou qulLaura été adapté à un petit orifice 
pratiqué au fond du vase qui contient le liquide. 

(62)« J'ai insisté sur ce qui arrive quand le liquide atteint Tune des 
dei^x extrémités du tube, paree que je me trouve, sur ce point, en 
opposition avec un passage de la Mécanique céleste (^), où il est dit 
qu'alors l'angle sous lequel les parois du tube sont coupées par la 
surface du liquide, c'est-à-dire l'angle que j'ai appelé ^, devient 
variable et n'est plus le même qu'à une distance quelconque des deux 

C) Si^pUmefU à la Théorie de l'Acticn capillaire, page a5. 
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extramit«« Cette narartioii est ëcbupp^ k FiUfistre aoteor, iiiite 
d'atoir considéré que cet angle KO^ est compté à partir de la nof^ 
maie KO à la surfikce du tube, dont l'inclinaison sur un plan hori** 
montai Tarie loraque le point appartient à Tarète supérieure ou 
inférieure du tubej ce qui suffit pour expliquer ^ sans que l'an^ œ 
prouve aucune variation , le changement de courbure de la surfrce 
du liquide, et po«r détenniner la (Kmrbure correspondante à «ne 
distance donnée du nireau extérieur du liquide à Fextrémilé du tube. 
L'influence de l'angle i sur l'élération du centre de la surface ca^ 
pillaire, fournit aussi Feri^katioa'des différentes valears de ootte 
élévation que les physiciens ont obtemies» pour un même liquide, 
et dans un même tube cylindrique vertical , qui n'était pas mouillé 
préalablement par ce liquide. En effet, qud cpe soit k degré de 
poli de la paroi intérieure du tube, il s'y trouve toujours des si- 
nuosités dont les bauteuiv sont incomparablement plus grandes que 
le rayon d'activité moléculaire , et dont ka normales peuvettt faire 
des angles quelconques, diffierens de l'angle droit, avec la verticale. 
L'angle /, et par suite la quantité C, varient donc d'un point à un 
autre de la surface du tube que Fou regarde comme cylindrique. Lee 
différentes valeurs de Ç peuvent être moindres que zh i, sans que 
l'angle û» éprouve aucun changement ; et il en résulte différens ctats 
d'équilibre, dans lesquels le liquide est plus ou moins élevé, et la 
courbure de sa surface plus an moin^ cchisidérable. Cette sorte d'in- 
détern^nation disparaît, lorsque la surface du liquide, concave ou 
convexe, est tangente à celle du tube, et que l'élévation ou l'abais- 
sement de son niveau atteint le maxînaan; ce qur a Keu, comme on 
Ta vu précédemment ( n"" 63), quand le tube a été mouillé dans 
toute sa longueur par le liquide, ou bien , quand il n'exerce au- 
cune attraction sur la couche qui s'appuie contre sa paroi intérieure, 
en vertu du poids dn liquide et de k pression ataoosfAériqtte. Cest 
également à ces ânuosibes , comme aussi à celles qui ont toagîours Uea 
sur les surfaces regardées comme planes, que l'on doit attribuer J'adlié** 
sion de la couche liquide, d'une épaisseur sensible, qui mouille ces 
surfaces, quand h ou cos cù est négatff , et qui se maintient sans 
peidue aa.flnidttéi queUe que teit kiÉir direetioB,^ verticale,^ borison- 
tafe ou iacUnée* 

i6.1 
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(65). Dans le dernier cas âu.n* 6i /il sera bon de calculer le poids 
de la goutte qui se fdrtne à l'extrémité inférieure du tube, à l'instant 
où i équilibre va se rompre, et en supposant^le tube terminé par' un 
plan horizontal , qui coupe ses deux surfaces intérieure et éxlériefire^ 
en D' et'L' où il y aura des arêtes vives dont les rayons seront a et a!'. 

Si l'angle KON est obtus , la goutte se terminera à l'arête exté- 
rieure, et, s'il est aigu, à l'arête intérieure. Dans les deux cas, on 
aura 6 = 1, à l'instant que l'on considère; le liquide sera convexe; 
chaque verticale ne rencontrera sa surface qu'une seule fois, et là 
normale extérieure fera, en chsfque point, un angle obtus avec la 
verticale tirée par le même point en sens contraire de la pesanteur. 

Pour fixer les idées, supposons l'angle KON. obtus* A cause de 
C = I et y = — «', et d'après la remarque du n** 55, nous aurons 

pour l'équation de la surface du liquide, en regardant le radical 
V/a'* — ^* comme positif, et comptant les z positives à partir du ni-*» 
veau du liquide et dans le sens de la pesanteur. Si l'on appelle z, 
l'ordonnée d'un point quelconque, comptée dans le même sens, 
mais a partir du plan horizontal qui termine le tube inférieure- 
ment, on aura donc 



/3 et' + !/*'>-.<• 



z. = Va'--^-+3^1og ^ 

Le volume de la goutte située au-dessous de ce plan sera 
mr r* Zjtdt\ et en désirant son poids par m et effectuant l'inté- 
gration, nous aurons 

En appelant i' la hâuteui* correspondante du liquide au-dessus de l'ex* 
trémité inférieure du tube, c'est-à-dire la valeur de z qui Répond à 
t = «', on aura , à très peu près , 

Le poids maximum m ne (^pendra pas de la matière du tube , 
ou de la grandeur de la constante b} seulement, quand b sera né- 
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gatifi comm^ nous Favons supposé, le contour du liquide situé 9u- 
dessous du tube, sera l'arête extérieure de son extrémité; et dans 
• ^ A,J?_?®^ de^ncgatîf, ce contour sera l'arête intérieure, de sorte qu'il 
^lauàra^ïors remplacer af par et dans l'expression de m. Comme on 
a supposé a' très petit par rapport à a, ce poids, pour différens 
liquides, sera à très peu près proportionnel à leurs densités. 

Dès que l'élévation du liquide dans le vase auquel le tube est 
adapté, surpassera' P, l'équilibre ne sera plus possible. Le liquide 
se mettra donc en mouvement : le déplacement de ses différens 
points sera très lent, si l'excès de pression est peu considérable; 
mais , quelque lent qu'il soit , la figure du liquide ne pourra plus 
se déterminer par l'analyse précédente , qui se rapporte exclusive-* 
ment au cas de l'équilibre. L'observation montre que la goutte sus^ 
pendue à l'extrémité du tube s'allonge graduellement jusqu'à ce 
qu'une partie se détache. M. Gay-Lussac a trouvé que pour un 
même liquide et un même diamètre extérieur du tube , le poids 
des gouttes tombantes est constant , et que pour différens liquides , 
il n'est pas proportionnel aux densités. Le rayon extérieur du tube 
dont il a fait usage était 

a' =. 3~,09. 

A la température de i5°, il a trouvé 8*,g8j5 pour le poids de 
loo gouttes d'eau. En calculant la valeur de m, d'après cette va-* 
leur de «' et de celle de a' du n* 56 , on trouve, à très peu près , 

m = o«,o8; 

en sorte que , dans ce cas , le poids de chaque goutte qui se dé- 
tache surpasse très peu celui de la goutte suspendue en^dehors du 
tube, à nnstant où Féquibre commence à se rompre. Mais il faut 

remarquer que le rapport ^ étant environ 7 1 œtte valeur de m , 

déduite de la formule précédente , peut ne pas être suffisamment 
approchée. A la même température , M. Gay - Lussac a trouvé 
5*,o575 pour le poids de 100 gouttes d'un alcohol dont la densité 
était 0,8455, en prenant celle de l'eau pour unité; d'où il résulte 
que le poids de chaque goutte tombante d'alcohol est à peine le tiers 
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de odoi d'ixne goutte d'eau ^ quoique U denatâ du premier liquide 
ne diffère pas d'uu dnqaièoie de celle du fiecoiid« Le raf^rt 

^ étant plus grand que Funitë dans le cas de Talcohol et du tube 

que M« Gay*-Lussac a employés » on ne pourrait pas calculer la 
valeur de m par la formule précédente. 

(64). Considérons maintenant l'équilibre d'un liquide homogène , 
suspendu dans un tube capillaire et soumis k la pressi<Hi atmosphé- 
rique ^ qu'on suppose la même sur ses deux surfaces, auxquelles ap- 
partiendront les équations (9) et (i i) du n"" 5o. 

Nous supposerons que la surfiice intérieure du tube soit une sur* 
&ce de révolutloa qui ait son axe vertical ; il en sera de même à 
regard des deux surfaces du liquide^ dont l'axe commun sera celui 
du tube ; et si l'on appelle t la distance d'un point quelconque M 
de l'une ou l'autre sur&ce à cet axe, et p la densité du liquide di* 
minuée de celle de l'air ^ et qu'on fasse 

H=5gpaS c' — n = gpc^ 
les équations (9) et (11) deviendront 






dH 






(•4) 



La première appartiendra à la surface supérieure , et la seconde à 
la surfisice inférieure. Les ordonnées positives z et 2' seront por- 
tées au-dessus d'un plan horizontal qu'on choisira arbitrairement; 
la constante € se déterminera d'après le volume donné du liquide. 
IVmr chaque point M , on regardera le radical contenu dans le se- 
cond membre de l'une ou L'autre équation j» comme une quantité 
positive ou négative , selon que la normale en ce point fera un angle 
aigu ou obtus, avec la verticale tirée par le même point en aew 
contraire de la pesanteur. 

Soit en outre F =r 5H. Appelons a^ ht distance à Taxe du tube , 
d'un point quelconque appartenant au contour de la surface ri-> 
féneure, i l'angle qui a été défini dans le n* 58, et ^ la même 
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quantité que dans ce numéro. Désignons par af^ 1% f '^ oe que de^ 
viennent x , if € , relativement à un point (y du oontour de la 
surface supérieure. Nous aurons 






3? = *>M 
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quand on fait t z=l x dans T et t:=zx' dans T^. En appelant y et 
jff les wdonnées des points et 0', on aura. 

jr=c+x, y:=^cJr'^\ (i6) 

Soit de plus s^ le volume compris entre la surface inférieure du li- 
quide et le plan horizontal passant par son contour, et %/ le Vo- 
lume analogue, relativement ^ la surface supérieïire. En considé- 
rant chacune de ces quantités comme positive ou comme négative, 
selon que le liquide sera convexe ou concave, nous aurons 

Soit enfin 6^ le volume du liquide qui doit être donné; en en re- 
tranchant p et sf'f on aura le volume terminé par la surface inté- 
rieure du tube et par les plans horizontaux des contours des deux 
surfaces du liquide, que je représenterai par V; on aura donc 

g3— (;-.ç;'=V. (17) 

Or, le point appartenant à la surface du tube, son ordonnée^ sera 
donnée dans chaque cas en fonction de or, ainsi que l'angle i, et par 
suite la valeur de ^. Les quantités y, i', Q\sgvoïA données de même 
en fonctions de x' ; la valeur de V en fonction de x et x' s obtiens 
dra par les règles connues ;~et, de cette manière, les équations (16) 
et (17) suffiront pour la détermination complète des trois incon- 
nues X f a?^ C: 

{^S). Cette .solution du problème conviendra également au cas 
où le tube sera composé, comme un siphon, d'une partie courbe 
et de deux branches verticales, dont les surfaces intérieures seront 
des surfaces de révolution, et dans chacune desquelles le liquide 
s'élèvera à une certaine hauteur. Ou. prendra alors pour e' le VO7 
lume du liquide contenu dans ces deux branches, au-dessus d'un 
plan horizontal supérieur à la partie courbe du tube , lequel volume 
se déduira du volume total du liquide, en en retranchant celui du 
liquide contenu au-dessous de ce plan, qui sera aussi connu; on 
prendra^ en même temps, pour Y la somme des capacités inté- 
rieures des deux branches , comprises entre ce plaa horizontal et le^ 
plan$ des contojLirs des deux surfaces du liquide. 
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Supposons y par exemple, que les surfaces intérieures des deux 
branches verticales soient des surfaces cylindriques , dont x et a^ sont< 
les rayons donnés; nous aurons alors i = 0| l'sso, f = €'=6. 
En déterminant les valeurs de T et *T par les formules du n"* 54^ et 
négligeant les termes divisés par a*, on aura 

^ — ^~ v^w^ w •"* V '""^^ 

pour les équations des deux surfaces du liquide , dans lesquelles on 
i*egardera les radicaux comme des quantités positives. On pourra 
remplacer lequation (17) par celle-ci: 

€« = 29rr'z^ûfe + 3^ y^* ^tdt*^ 

d'où l'on tire , en effectuant les intégrations, 

TT (or* + or'*) c = €* + vfta» {x + jc') ; 

ce qui fait connaître la constante Cy de sorte qu'il ne re^te plus rien 
d'inconnu dans les expressions de % et z^ 

On peut remarquer que la différence de niveau des deux points 
C et C ne dépendra pas du volume du liquide* Généralement, cette 
différence sera 

y y 

et ne dépendra, par conséquent, pour un même liquide, que des 
courbures de ses deux surfaces. 

(66). Si le tube est cylindrique dans toute sa longueur, et ter- 
miné inférieurement par une portion de plan horizontal , qui se 
joint à ses deux surfaces intérieure et extérieure par deux arêtes 
vives, comme dans le n* 63, le liquide descendra jusqu'à cette ex- 
trémité du tube , pour s'arrêter à l'une ou à l'autre de ces deux 
arêtes, lorsque l'équilibre sera possible. Le rayon oc? sera donné; on 
aura î'=o, 5' = 4, et l'expression de z' sera la même que dans le 
numéro précédent. Si le liquide est convexe p^tr en haut, c'est^à-* 

'7 
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dire y si ia quantité b est positive, il faydn qu'il le soit ansoi rp«ir 
en bas, et le (liquide 'ue pourra s'arrêter qu'à l'arête iotérienre du 
tube. Si , au coutraire , cette quantité est «égatire , le liquide 
pourra d'ab#rd étne ooncaTe par en bas, et s'arrêter à l'arête inté* 
rieure. Sa concavité , moindre qu'à son extrémité supérieure, di- 
minuera de plus en plus, à mesure qu'on augmentera la hauteur 
du liquide; elle disparaîtra entièrement, et la surface inférieure du 
liquide sera plane, lorsque cette hauteur égalera celle du même li- 
quide au-dessus du niveau extérieur, dans le cas où le tube est 
immergé par son extrémité inférieure : au -delà, le liquide devien- 
dra convexe , et ne pourra plus s'arrêter qu'à l'arête extérieure du 
tube. En prenant alors pour x le rayon de cette arête, et suppo- 
sant très petit le rapport -^ , nous aurons 

Sa^ 2X a x(i — g*)» X / ?ï» 

pour l'équation de la surface inférieure du liquide , dans laquelle on 
regardera les radicaux comme des quantités positives. En effet , 
d'après la remarque du n^ 55 , la valeur de x — ^ se déduirait de 
celle de z du n^ 54 y en y changeant le sens des z positives et le signe 
des termes qui renferment une puissance impaire de a* ; ce qui 
est la même chose que de changer le signe des autres termes, comme 
nous le faisons ici, en conservant à l'axe des z sa direction en sens 
contraire de la pesanteur. 

-Le plan horizontal au-dessus duquel seront portées les z positives 
étant arbitraire , nous pouvons prendre pour ce plan celui qui 
termine le tube. Nous aurons donc zs=o, quand <c3;:r; ce qui 
donne 

C^ _;^ ax iu:(i _^)' j: sJTZTP 

L'équation (17) sera la même chose que celle-ci : 
ê s= a^rT* z'tdt^^Tcf'' zidt j 
et en y substituant la valeur de z' du numéro précédent , et celle de d 
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qu'on vient d'écrire ^ il en r^Lteta 

i' -t- TC {x* — x'*) = 9ra» (€x — bx') ; 

ce qui fait conaaltre là valeur de €. Les cpiantités c et C étant ainsi 
déterminées^-les expressions de z etde sf ne renferment plus rieii d'in- 
connu. Nous avons supposé b néptif ; mais s'il était positif , tl suffis 
mit de mettre au lieu de x, dans ces diflerentes formules, le r9pyeMx' 



dans le cas de b négatif^ et 

^ = TFgpa^x' (i — b) , 



Quand le tube est mouillé du U^oride que l'on considère, on a 



S^îr s'; 
mule^ 

(67 

suppo 
quide 
donc 

17- 
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surfaces seront concaves ou convexes, c'est-4i-dire selon que Tangle c» 
sera obtus ou aigu, ou son cosinus b négatif ou positif. Par consé- 
quent, pour tenir le poids du liquide en équilibre, il faudra que le 
somoiet du cône. soit au-dessous dans le cas de la convexité,' et au- 
dessus dans le cas de la concavité. Je supposerai que ce soit le pre- 
mier cas qui ait lieu ; le second se traiterait de la même manière. 

On aura /'= i, et i sera Tangle donné que fait la génératrice du 
cône avec son axe vertical. Les deux quantités Q et Ç! ne seront pas 
égliles ; elles différeront par le signe du second terme (n"* 58), c'est-à- 
dire que l'on aura 



S:=b cos ï — V'i — 6* sin i , 5' = 6 cos i -(- \/i — A* sin L 

Je compterai les z et zf positives à partir du plan horizontal , mené 
par le somtnet du cône; il en résultera 

X f X 

Y SES - Y "^ — — — • 

•^ tangi' -^ taogî' 

et l'on aura, en même temps , 

Là surface supérieure du liquide tournera sa concavité en-dehors ; 
chaque verticale ne la rencontrera qu'en un seul point, et, en cha- 
cun de ses points, la normale extérieure et la verticale tirée en sens 
contraire de la pesanteur, feront un angle aigu. Par conséquent, l'ex- 
pression de T' se déduira de la formule (lo) , en y mettant €' et x' 
au lieu de 6 et a ; ce qui donne 



T'= — 



x' 



~ 3C'^ "+■ " 3ff'5 "+■ r V ' x'» ^ 



en négligeant les termes divisés par a", et considérant les radicaux 
comme des quantités positives. On en conclut 



T'-v=j;(v/.-^-v7^T=), 

^=:^[|-|(.-«'.)''-e"VT^-p--]. 
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' Quant à la surface inférieure du liquide; elle tournera aussi sa cœv* 
cavité exMlehors; mais dans une certaine étend^^ près de la paroi 
du tube , elle sera rencontrée en deux points par chaque verticale ; 
et, de plus, l'angle compris entre la normale extérieure et la ver« 
ticale tirée de bas en haut, sera obtus depuis ]e centre jusqu'aux 
points où le plan tangent est vertical, et aigu depuis ces points jus- 
qu'au contour. Cela étant, on aura 



T= — IT + s?"» 5i? ?V ' — "ÏT^ 

où l'on regardera le radical \/i — >~^ comme positif, et le radical 
i/ 1 -*- — p aussi comme positif dans la première partie de la sur- 
face, qui s'étendra depuis t=so jusqu'à ^ss -^ , mais comme négatif 
dans la seconde partie, c'est-à-dire depuis ^=7 jusqu'à t=iX. On 



aura 



donc 



et d'après le signe du second radical , on en conclura 

V =^' [l-h i(.- C-)^4-f- VT^^-} 

Au moyen de ces différentes valeurs, les équations (16) et (17) 
deviennent 



a! C'a* ^ ^ ax^(i— C")» . a/ ^ , -^Bn 



tang 
Ung» 
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L» dnrnîèM cl mile qu/on obtioidm em netniidiaiit' k prennère de 
krisecottcfei somtonU è détennkiep jt et oi^j Taiir oa FAOtr^^ks deux 
ptenièraB inw comnltrretmike k tmlewrde c, eim Mm k soltitMi 
compttte dU'pMifalène^ 

EUer se sm(difie»a besMoiip^ lonque Vaugle i eera très petit; ee 
qm pismet de sonplacer cos.i per Fomté. Le diflUœsce x^ -^ ac 
sera aussi très petite; et en k négligeant et fiwaat C' sm C «s A, 
excepté dans ks termes qui sont divisés par i ou multipliés par la 
constante a^, ce qui peutks rendre coaNderaMes, neut aurons 



3^ 



Stil 



sin t ' 3^* 



r- 



Eft ajonkan* œs» deux éqaatioaS' aprèr avpir multiplié la première 
par ncx^^ on en déduit 

et la seconde devient ensuite 

en sorte qu'on D^o»: plu$t q^n'à. résoudre cette équatîân«du troisième 
degré. 

(68)\ S^pposmi» qu'on indfn^^ l'ne'du' edne, et qtt'il Atsse^ un 
angle 6 avec un pkn horizontal ^ mené par son sommet. Paf'ee m^âtv^ 
point y menons un second planai perpendiculaire à l'axe ^ et un troi- 
sième perpendtcukire k l'intersecttaïf des deux premiers. Prenons ces 
trois plans pour ceux des .coordon nées ^ et désignons par Ç, >?, >»', les 
trois coordènaées d^uri-point quelcoitque M-de la surfece inférieure 
du liquide I respectivement parallèles à l'axe du cône, à l'intersection 
des deux derniers plans^^'et Scellb desdbur premien. L\)rdonnée z 
du même point ai«ra pour valeur 

z = Ç sin ô — >i cos 8. 
4u lieu de k sec<mdë équation (^i 4)^^ nous sUiron&donc 
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pour réquation de la surface inférieure; A et A' étant les deux raj'ons 

de courbure au point M, et la valeur de - + i, étant donn^ par la 

formule (a), dans ikqueUe oo mettra n, V, <, à la jJace dex,j, z. 
Si Fou représente par t la distance du point M à Taxe du cône, l'équa- 
tion du contour sera. toujours la^seconde équation (i S), en y mettant 
Ç au lieu de z , et désignant par C la même constante que précé-- 
detnment. 

Cela posé , on pourra regaifler ^ comme une fonction de r et >i 
dont le développement, suivant les puissances de u, sera de la 
forme : 

Ç = Z+Z'^V2''^^+etc.i 

Zf TJy Z", etc., étant 468 fonctions 'de ^. En substituant cette série à 
la place de Ç dans Téquaticm précédente, et égalant ensuite les termes 
semblables dans ses deux membres, on formera, eu effet ^ une suite 
d'équations dont la première ne contiendra que Z, la seconde Z et Z', 
la troisième Zy Z'et Z'^, et ainsi de smte. On en pourra donc déduire 
successivement les valeurs de toutes ces inconnues; et Ton pourra 
aussi s'assurer ée la^ convergence de la série. Or, «i l'on néglige, 
comme précédemment , les termes de l'ordre du carré du rayon du 
cône , divisé par a*, la valeur de Ç se trouvera réduite à son pre- 
mier terme Z, dont l'expression se déduira, sans nouveaux cal- 
culs, de celle qu'on a trouvée pour 2 dans le cas de l'axe vertical , 

en y mettant -r— ^ à la place de* tf'. Le même raisonnement s'ap- 
plique aussi à la surface supérieure du liquide ; il s'ensuit qu'au 
degré d^pproximation où nous nous arrêtons, l'inclinaison 8 de l'axe 
du c6ne n'influe sur les équations d'équilibre du liquide, qu'en ce 

qu'il y faut remplacer a* par ^^ ; et, à cause de a* s= — ,cela re- 

Or 

vient à changer la pesanteur ^ dans sa composante g sin 6 , parai-* 
lèle à l'axe du cône. 

L'équation (18} donnera alors 
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ha^ sin i . %wc^x sin i 



Sinl 



OU, ce ({ui est la même chose. 



smi 



en désignant par A: la distance -^— . du liquide au sommet du cône. 

Si l'on a mesuré k directement, cette formule fera connaître l'angle fl 
correspondant, que Ton pourra comparer à l'inclinaison observée. La 
ipéme équation aura lieu dans le cas de b négatif, en supposant Taxe 
incliné au-^dessous du plan horizontal passant par le sommet du cône, 
et changeant, en conséque^ice , le signe de sin 9. 

(69). D'après le titre de ce* chapitre, il nous reste encore à con- 
sidérer l'équilibre de plusieurs liquides superposés et contenus dans 
un tube jcapillaire. Je supposerai qu'il y en ait deux ; les cons- 
tantes spéciales H et F se rapporteront au liquide inférieur , dans 
lequel l'extrémité du tube est plongée , et qui s'étend indéfiniment 
en-dehors. . Je désignerai par H' et F' les constantes relatives au li- 
quide supérieur; en sorte que, si. chacun de ces liquides était 
i$olé, l'élévation et la courbure du premier dépendraient de H et 
F, et celles du second, de H' et F". Soit 

F — F = K; 

et représentons par G une nouvelle constante, relative à la matière 
des deux fluides. Soit aussi p la densité du liquide inférieur, et 
f' celle du liquide supérieur, diminuées l'une et l'autre de la den- 
sité de l'air. 

Les équations des surfaces supérieures du premier et du second 
liquide seront, d'après les n^ 39 et 5o, 






(«) 
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c désignant une constante arbitraire , et les ordonnées positives 
z et z' étant comptées en sens contraire de la pesanteur ^ à partir 
du niveau du premier liquide en -dehors du tube. La valeur de 

- + -7 sera donnée par la formule (a), dans laquelle on déterminera 

le signe du dénominateur^ d'après l'angle que fait la normale exté* 
rieure à ce premier liquide avec la verticale tirée dans le sens des z 
positives , de sorte que ce dénominateur soit positif ou négatif, se«- 



à leurs contours Tn® AS). 
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G*. 



v/'^-*" 



de 






v^f 



hi ititëgrales /^fefe et /zV^ft étant nuHes quand tsstù. En même 
temps, les équations (é) prendront U forme : 



G|+Kv/r+^t=o, 



et elles auront lieu poor t=:Af en désignant par a le rayon du tube. 
Les signes ded radicaux sont les méme^ ici que dails les équations pré- 
cédentes. Si donc on fait tssa dans celles-ci, et qu'on élimine 

Jt ^^ 'dt ^^^^^ ^^ quatre équations^ on aura 



^p'gf^ sftdt^ eu* + aF' 



t = o, ) 
?'=o. J 



Appelons h et h! les ordonnées verticales des centres des deux sur- 
faces capillaires y c'est-à-dire les valeurs de z et z^ qui répondent à 
^ = Q. En ces points, les deux rayons de courbure de chaque surface 
sont égaux et de même signe. Soit donc aussi X t:= y sss y et 
fl^ssiA^zszy' pour ^ = o. En vertu des équations (û), on aura 



(P— p')g^ + ^— -, 



> ^ {d) 



Maintenant, dans une pi^mière approximation , à laquelle il suffira 
de nous arrêter , nous pouvons supposer que les surfaces ca[»llaires 
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coïncident avec lenrs sphères psculatrices p aux points où elles cou- 
pât leur axe de figure ^ et dont 1q$ ordonnées ^nf h et h\ Nous 
aurons alors 



; -= A + ^ ^ \/yzr? , 2' = /r + y -^ v'y • — t^ ; 



les radicaux v/j^* — /"et \/y*— i' étant respectivement de même 
signe que y et y, c'est-à-dire positifs ou négatifs , suivant /({ue cbaquç 
surface tourne sa concavité par en haut ou par en has. Je substitue 
ces valeurs de z i9t z' dans les éK}uatioiis Ç^)f il vi^nt 

(p-p')ér[(A 4- >)«* + 5(y-^*)' — l^j-H c.*' + «K =» o, 
ou bien, en vi^udes équuiJtiox^ (d), 

^+ «F'+ gp' [>V + I (>"- «•)' -!>"] = o. 

Le rayon a ^tant supposé très petit , et en supposant que K et F' ne 
soient pas aussi très petits, on tirera de ces équations, à très peu 
près, 

OÙ Ton regardera les radicaux comme des quantités positives. Les 
équations (d) donneront les valeurs correspondîtes d^ h^^h'^ qttwd 
on aura déterminé la coost^nte a. 

Or , si Ton désîgpe par iF^U le voluofie du liquida supévieur qui 
doit être donné, on aura 

a»€=z= a r* z'tdt — 2/^^ ztdt , 

ou, d'après les équations (c), 
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ce qui donne 

^^el^)j ^ ^[(p-pOF'-p'K]. 

En substituant cette valeur dans les équations (d), et observant que 
K = F — F', on en conclut 

Les valeurs àe y^y\ h^ A', étant connues, celles de z et z\ et, 
par conséquent , la forme et lelévation des deux surfaces capillaires , 
le sont aussi ; ce qui est la solution complète du problème. 

(71). Si Ton supprime le liquide supérieur, il faudra supposer 

p'=:o, r=o, H' = o, K = F, G = H, 
au moyen de quoi la première équation (e) devient 

et si l'on fait H=gfa*, F=Hé, comme dans le n" 54 > cette va- 
leur de h coinciftoa avec celle de ce numéro, en négligeant les 
teiines divisés par a*, dont nous n'avons pas tenu compte dans le 
calcul précédent. Il en sera de même en faisant 

f'=f, r=F, H=:H, 

dans l'expression de hf. ^ 

Je désigne par x l'excès de la valeur de hf donnée par la seconde 
équatioif (e) , sur cette dernière valeur de h. On aura 

+ ^[H'F' + I (H" - F")' - 1 H"]. 
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U en résulte donc que si le liquide auquel répondent les oonstaiïtés 
f, H^ F> est d'abord seul dans le tube^ et que l'on Verse au-des- 
sus un volume ^Tca^i, d'un autre liquide, pour lequel les constantes 
analogues soient p'^ W^ J^, le centre de la surface supérieure s'élè- 
yera ou s'abaissera, selon que cette yaleur de x sera positive ou 
négative. Lorsque cette surface tournera sa concavité dans le même 
sens, et coupera la surface du tube. sous le même angle, avant et 
après l'introduction du second liquide, on aura 

r _ F * 

W — n' 

ce qui réduira la valeur de or à son premier terme , lequel est po-* « 
sitif à cause de p > f'. Dans ce cas, il y aura donc toujours élé- 
vation du centre de la surface supérieure ; mais ce point pourra 
s'abaisser, quand la courbure de cette surface aura augmenté ou 
diminué par l'introduction du second liquide , selon qu'elle était 
auparavant concave ou convexe par en baut. 

Supposons, par exemple, qu'après cetfe introduction la surface 
supérieure soit concave par en baut et tangente à la paroi du 
tube, et qu'elle Élisait primitivement avec cette paroi un angle de 

1 20®, dont le cosinus est . On aura - 

F' = — H', F== — -H; 

et il en résultera , à très peu près, 

en sorte que si la densité p^du liquide supérieur est les neuf-dixièmes 
de la densité p du liquide inférieur, il suffira Kjue ( soit moindre que 
le diamètre 2a du tube, pour que Jc ait une valeur négative, et qu'on 
observe, en conséquence, un abaissement du centre de la surface 
supérieure. 

Cette remarque peut servir à expliquer un phénomène observé par 
Th. Young. L'eau étant le liquide contenu d'abord dans un tube, 
dont il ne dit pas le diamètre, ce physicien a versé au-dessus 
du liquide une petite goutte d'huile, et il a vu la surface supe^ 
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rîeare de cette ^nile s'mfaauwer aii«-idesB0«8 de la banleiir fMtmitiTe 
de Teau ; afaaissemest qu'il fiint sans donte «apporter an contre de 
la nrâuce., c'est-ànlire au .p^nt ou elle coope Taxe du tabe. Or , 
rhtule ayant été introduite par le haut du tube, il j a hea de 
croire que la paroi du tube en était humectée y au««desiua de la 
anr&oe de ce liquide, et qu'on aTait, par conséquent, Fa: -^H'^ 
comme je Tai supposé dans iç [numéro précédent. On peut «aussi 
supposer que Teau ne mouillait pas primitivement le tube dam 
toute sa longueur, sans quoi Thuile aurait difficilement descendu 
le long de ses parois. On peut donc admettre que la surfece de 
l'eau n'était pas tangente à la paroi du tube, et qu'on avait F<— H, 
* comme je Tai aussi supposé; et ces données suffisent, ainsi qu'on 
. vient de le voir, pour que la valeur de x puisse être négative, con- 
formément à l'observation de Th. Toung. 

Il avait présenté cette observation singulière, comme une difficulté 
qu'il élevait contre la théorie de Laplace, et que j*ai indiquée au 
commencement de cet ouvrage. Mais, sur ce point, les formules de 
la Mécamque céleste sont les mêmes que celles dont je viens de me 
servir pour montrer la possibilité d'un abaissement du centre de la 
surface supérieure; et l'on est fondé à croire que l'expérience de 
Th. Young, au lieu d'être contraire à la théorie^ en deviendrait aine 
vérification intéressante, si elle était répétée et accompagnée de me- 
sures suffisamment exactes. 

(7:2). Au reste, l'abaissement dont il s'agit ne peut avoir lieu 
qu'a l'égard de la partie centrale de la surface supérieure. Lorsque 
plusieurs liquides sont contenus dans un tube cylindrique et ver* 
tical, plongé dans le liquide inférieur, leur poids total au-dessus 
d'un plan liorieovtal choi«i arbitrairement est le même que si le 
Ittfee ne renfermait *ifue ie liquide in&rieur; et, comme la densité 
ée uehii--'ci doit èlre plus gronde, il firat que le vohime tetiA de 
ces Hquides, et, par ^nséquent, l'ordonnée moyenne de la^sunfiwe 
supérieure du liquide le plus élevé, soient plus considârables que 
m le. liquide iafi^ifr existait muI. Cette invariabililé du poids to-* 
tal aurait encore lieu , lors même iqae les liquides seraieift mêla»» 
^ , pourvu que le mélange n'atteignit pas l'eitftrémité inifisrienm 
du tube. 
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En effet, prenoM im jtsm bornoofUll une distance sMsibte stu- 
dessus de son extrëmitë kifërie«H*e el «o^desscm^ des liqutd«g sttper*- 
posés ou mélanges; en supposant la surface inténenredBT tnfee par<^ 
faitement cylindrique , et faisant abstraction des sinuosités qui peuvent 
donner lieu à difl^rens éfats d'équîKbre (n^63), ÎT est évident que 
l'action verticale du tube sera nulle sur chacune des molécules fluide^ 
situées au^lessus du plan horizontal. Cela étant ^ soit R l'action exer-* 
cée en sens contraire de là pesanteur^ par le liquide situé au-dessous 
de ce plan sur le liquide situé au-djessus, et C le poids de celui-ci; 
pour son équilibre ^ il Êiudra qu'on ait 

n désignant U pression atmosphérique rapportée à Tmiitë de surface ^ 
k* Taire de la base du tube^ qui peut n'être pas un cercle, et, par 
conséquent, HA:* la composante verticale de cette pression. La fprce R 
se composera de deux parties : Tune relative k l'action du liquide si- 
tué aundessous du plan horizontal , sur la couche du liquide supérieur 
adjacente à la paroi du tube et d'une épaisseur insensible; et l'autre 
relative à l'action du premier fluide sur tous les points du second 
qui s'éloignent sen^bfeinent de la surface du tube« Je représenterai 
par V la première pailie de R; la seconde sera la pression qui a 
lieu à l'intérieur du liquide dans lequel le tube est plongé^ et qui 
répond à la distance du plan horizontal au niveau extérieur de ce 
liquide; et comme cette pression Jntérieuve^ rapportée à l'unité de 
surface, est égale à Tl-^fg^, en appelant ^ la gravité, f la den-* 
site du liquide, et / la distance dont il ^'agit, la seconde partie de 
R sem ÏIJ^ + pg(^f^. En substituant sa valeur totale dans l'équa'» 
tion précédente^ on aura donc 

U = V + pgék-. 

Or^ la quantité V ne dépendra que de la matière du liquide iùfé- 
rieur et de son degré de compression près de la pafoi du tube , 
c'est^i-dire de la matière de ce liquide et de celle du tube. D en 
sera donc de même & l'égani du poids U; par conséquent, ce' poids 
ne changera pas avec la matière et le nombre des autres liquides; 
ee qu'il si'agissait de prouver. 
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Quand il n'y a que deux liquides , et qu'ils ne scmt point mélangés^ 
on parvient à la même conclusion au moyen de Féquation (17) du 
n* 36. Cette équation est 

P + r = — -H'rcos ® — i Gc cos ^ ; 

P étant ie poids du liquide supérieur^ P-f-T le poids du jliquide sou- 
levé ou abaissé par l'action capillaire^ c le contour de la base du 
tube , a> et ^ les mêmes angles^ et H^ et G les mêmes quantités que 
dans les équations (b). On aura donc, d'après ces équations, 

' a a a ' 

à cause de Ks=F — F". Or, cette valeur de P + T estj comme on 
voit , indépendante de la matière du liquide supérieur. 

Dans ce cas particulier, le poids U diminué de gpj^f^ est la même 
chose que P 4- l'î' on doit donc avoir 

; a ^ 

et, en effet, Y est la somme des forces F et <ar du n^ 38^ multipliée 
par c ; quantité égale à — - cF, d'après le n® ^6* 

(73). Quelle que soit l'action mutuelle des deux liquides super- 
posés, si la paroi intérieure du tube est recouverte, dans toute sa 
longueur, d'une couche très mince de l'un de ces liquides, mais dont 
l'épaisseur ne soit point insensible, leur surface de séparation sera 
tangente a la paroi du tube, et elle tournera par en haut sa convexité 
ou sa concavité, selon que la couche mince appartiendra au liquide 
supérieur ou au liquide inférieur. 

En effet , supposons que ce soit le premier cas qui ait lieu. Si l'on 
applique au liquide inférieur la formule (9) du n^ 4<^, on en conclura 
/jsr = — ç,; car, dans la supposition que nous faisons, la fonction 9 
contenue dans cette formule, sera évidemment la même que lafonc-- 
tiou R, renfermée dans l'expression de 9, du n* ^7. De plus, le li- 
quide supérieur n'éprouvera aucune variation rapide de densité près 
de la couche mince, adjacente au tube; on aura alors 49*'^= 2q\n^ 49) i 
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et, d'après ces valeurs de 9 et «^, les équations (lo) du n* 4^ doa- 
seront KasG; d'où iL résultera cosq) = i et ^ = o; ce qui répond 
à une surface tangente au tube et convexe par en haut. Si , au con- 
traire la couche mince adjacente au tube est formée par le liquidai 
inférieur, on aura 4r = 39 et 9'= '— çr, ; il en résultera Ks^ —G , 
et ensuite co5^==-^ i et ^ss^; ce qui répond k une surface tan*- 
gente au tube et concave par en haut. 

Ces résultats contiennent, comme cas particuliers, ceux du n^ 52 
qui se rapportent à un seul liquide, renfermé dans un tube qui 
n'exerce aucune attraction sur ses molécules, ou dans un tube mouillé 
préalablement dans toute sa longueur par ce même liquide. 

(74). M. Gaj-Lussac a effectivement reconnu que le mercure con- 
tenu dans un tube capillaire et mouillé successivement par différens 
liquides , prend toujours une forme hémisphérique et convexe 
par en haut, lorsqu'il est recouvert d'une couche quelconque du 
même liquide dont le tube est humecté. Les dépressions du mercure 
qu'il a observées dans ces différens cas, font connaître celles qui au- 
raient lieu si la couche supérieure n'existait pas; mais elles lais-* 
sent inconnus les angles sous lesquels la surface de ce fluide vien- 
drait alors rencontrer celle du tube, et elles montrent seulement 
que ces angles varieraient avec la matière du liquide qui mouille le 
tube dans chaque cas. 

Pour le faire voir, appliquons les équations (e) au cas du mercure 
recouvert par un autre liquide qui mouillera, en outre, la paroi du 
tube dans toute sa longueur. D'après ce qu'on vient de démontrer , il 
y faudra faire K=:G. Relativement au liquide supérieur, on aura 
F' = — H'j et, a l'égard du mercure, si l'on fait F^sHft, b sera 
le cosinus de l'angle aigu squs lequel sa surface viendrait couper celle 
du tube mouillé, en supposant qu'on eût enlevé la totalité du liquide 
supérieur, et qu'on laissât seulement. subsister la couche mince de 
ce liquide, adjacente à la paroi du tube. Soit de plua H ::= gpa^, lès 
équations (e) deviendront 

*'==._ /•^£*_|.| ^^^ 
p ot 3 ' ; 

'9 
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d'où i\ ràtahte 

pàtïtlk diffëftHM de bauteor ^esœntiw des deux sar£u»t du liquide 
«tl^)ériétrr. 

M. Oay-Lussac à prismccMsivemeirt l'eau «t l'akofacA pour le liquide 
supérieur. La température était là même , et s'élevait à 17^ fS; Je rayou 
du tube éttiit aussi le même , savoir : 

CL = o""',6472. 

Les valeurs deN€ et de h sont les moyennes de plusieurs mesures qui 
différeraient peu entre elles« Dans le cas de Teau, M. Gay^Lussac a 
trouvé 

é = 7"",75oo, A = — 7°^,4i48; 

en pifenant 

les équations précédentes donnent 

^ = 7-,o6i8. 

Dans le cas de l'alcohol, dont la densité était 0^8197 de celle de Teau^ 
on avait 

fr ss 7««,4755, A = — 8«%oa6ij 

d'où l'on conclut 

Qr, la différence de ces deux valeurs de — est trop grande pour être 

attribuée aux erreurs des observations; elle prouve que la quantité b 
u'est pas la même dans les deux cas ; et la seconde valeur -suipassant 
la première , il en fiaut conclure que l'attraction de la couche d'eau 
adjacente au tube l'emporte sur celle de la couche d'alcohol. 

(75). En faisant usage de la première valeur de — , et la multi- 

pliant par celle de a , on trouve 
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Sî Ton substitue cette valeur numérique dan^j.^a prejrui^rft éqi^'^ 
tion {f)y elle fera conualtre ensuite la dé^i^ssioQ du, pîejrçui:^.^ çpr 
couvert d'une couche d'eau ^ dVne épaisseui? donnée , ret;. çcu^t^u 
dans un tube capillaire, d'un rayon a aussi donné,. prél^la^blem^O)^ 
mouillé d'eau. On pourra faire usage d^ cette formulç^ t^jut^uie^ € 
aura une grandeur sensible, au3si petite (juçi l'qn vQ^^rf ; .^Kç^i^î 
quand la couche d'eau qui recouvre le iM^ircjwe ai^OT i^njtiçrei»içj»t. 
disparu , sa dépression sera déterminée par la formule du n* 71, 
qui devient 

quand on y fait F = £H et H = gpa*. Pour s^en servir , la valeur 
précédente de a^b ne suffira donc pas; et il faudrait aussi con- 
naître la valeur de 6 , à moins que le diamètre du tube ne soit 
assez petit pour qu^on puisse réduire cette dernière formule à son 
premier terme. 

En faisant bouillir le meix:ure dans le tube qui le contient, on 
change cette quantité ft, d'où dépend le degré de convexité du 
fluide, quand il n'est pas recouvert d'une couche d'eau. Gisbois a 
fait voir qu'après une ébuUition. suffisamment prolongée , cette con- 
vexité diminue et se change même en une concavité, et, par suite, 
la dépression en ascension. Pour expliquer ce changement remar- 
quable, on supposait que l'épaisseur de la couche d'eau adjacente 
au tube, ayant été diminuée par l'ébuUition , la matière du tube 
pouvait agir directement sur les molécules du mercure , et qu'elle 
exerçait sur elles une altractipn plus grande que celle de Feau. Or, 
cela exigerait que la couche d'eau interposée entre la paroi du tube 
et le mercure eût entièrement disparu; car, pour peu que son 
épaisseur ne fût pas insensible , elle suffirait pour rendre impos- 
sible l'action mutuelle du mercure et du tube. L'épaisseur de la 
couche d'eau étant devenue insensible , on conçoit que la quantité b 
pourrait varier, à mesure que cette épaisseur diminuerait encore de 
plus en plus; mais une pareille réduction de la couche d'eau est 
inadmissible; et M. Dulong a donné l'explication véritable du chan- 

19.. 
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gement de figure du mercure à la suite de rébullitioii. U a montré 
qpe^ dans cette opération^ on oxide une couche de mercure, en con- 
tact avec Tajr, et que cette petite couche, mélëe ensuite à la masse 
entière du liquide, suffit pour en changer les propriétés; en sorte 
que la couche d'eau adjacente au tube, qui a pu conserver une petite 
épaisseur quelconque, exerce sur le mercure, en partie oxidé, une 
attraction plus forte que celle qui avait lieu auparavant, dont in- 
tensité dépendra de la proportion de l'oxide formé, et, par consé- 
quent, de la durée de TébuUition. 
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CHAPITRE V. 

Pression des liquides j modifiée par Faction capillaire. 
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point M de la surface, la pression qui a réellement lien au point M' de 
celle de la couche liquide* . 

D'après ce qu'on a vu dans le n"* 24» ^^ pression rapportée à l'unité 
de surface et relative au point M, auquel on substitue le point M', est 
la résultante d'une force N normale et dirigée de dehors en dedans 
du corps y et de deux forces tangentielles T et T, dont les valeurs 
sont 

.N=, + ,(i + 0, T = g, T=p (0 

p étant la prosaion sor un plan passant par le* point M , laqueUe est 
indiépeKidaDte de sa direction; q désignant ane cfiantîlé qui ne dé* 
pend que de la matière du liquide au point M ; A. et A' représen- 
tent les rayons de courbure principoux de la surface qu'on a fiiît 
passer par le point M, ou, sans erreur sensible, ceux de la sur» 
£sice même da corps an point AF, que l'on regardera comme posi>- 
tife ou comme négatifs, selon que lea lignes de courbure tomrnewt 
leur concavité en -dedans dn corps ou en-dehors; et, enfin, les 
axea des x et des ^ étant respectivement parallèles aux forces tai^ 
gentiellcs T et T. 

Si le liquide est homogène et partout à la même températinre , 
la quantité q sera constante, comme sa densité, et fo pression se ré- 
duira à la force soemale N. La pesanteur étant la seule force don- 
née qui agisse sur le liquide, le premier terme de N aura pour 
expression 

P ^ c -^ gfz; 

z étant l'ordonnée du point M , verticale et dirigée en sens con- 
traire de la gravité ; g cette foixe , p la densité du liquide , et c 
une constante arbitraire. Quand une partie de la surface libre du 
liquide sera plane et horizontale, on aura cslT, en comptant les 
z à partir de ce plan, et désignant par n la pression atmosphérique. 
Quand aucune partie de la surface libre ne sera un plan, la cons- 
tante c ne sera plus égale à la pression n appliquée à cette sur- 
face , et Ton devra recourir à d autres moyens pour la déterminer. 
Dans le premier cas, si la hauteur du point M au-nlessus de la par- 
tie plane du liquide surpasse — Il , la quantité p sera négative à ce 
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pomt. Cela arrivera ^ par exemple , dans l'intérieur d'tm tnbe excessi- 
vement étroit oh le liquide s'élève à une très grande hauteur aii^dessus 
de son niveau extérieur^ ou bien, sans que son diamètre soit extrême- 
ment petit f lorsque le Kquide sera placé dans un air très raréfié. Bans 
sa partie supérieure^ le tube sera alors tiré de dehors en dedans^ au 
lieu d'être poussé de dedans en dehors ; et il devra résister à cette 
force par l'attraction qu'il exerce sur les molécules du liquide, dimi- 
nuée de la répulsion calorifique. On voit aussi , par cette remarque , 
que la somme Z , que représente p , peut non-seufement changer 
de grandeur dans un très grand rapport, pour de très petites diffé- 
rences de condensations du liquide (n^ iS), mais qu'elle peut aussi 
changer de signe; en sorte que pour des valeurs très peu diffé- 
rentes de l'intervalle moyen des molécules, qui a lieu en haut et 
en bas du liquide , la répulsion calorifique soit prépondérante dans 
la partie inférieure du liquide, et l'attraction de la matière pondé- 
rable, dans la paitie supérieure. 

Le terme p de la valeur de N est la partie principale de la pres- 
sion du liquide, et la seule à laquelle on ait égard, en général. 
La seconde partie est, en effet, très petite, et ne pourra devenir 
considérable que dans le cas d'un corps d'une très .petite dimen- 
sion et d'une très grande courbure. Â la même profondeur, au-des- 
sous du niveau du liquide, une sphère solide éprouvera, en vertu 
de ce second terme de IN y une augmentation de pression d'autant 
plus grande que son diamètre sera plus petit. Toutes choses d'ail^* 
leurs égales, il faudra quelle soit susceptible d'une plus grande ré- 
sistance, pour n'être pas brisée; et son diamètre subira, par la com- 
pression, une plus grande diminution que celui d'une autre sphère 
d'un plus grand rayon. Le coefficient q, dont dépend cet excès de 

pression intérieure , n'est pas exactement le coefficient - H , qui est 

déterminé par l'ascension ou la dépression du liquide dans un tube 
capillaire; ils diffèrent l'un de l'autre par une quantité q^ relative 
a la couche superficielle du liquide. Si Ton néglige q, par rap- 
port à q, qui parait devoir être la .partie -{MÎDcipale de > H, il en 
résultera que dans l'eau , l'excès:.de pression dont il s'agit, en chaque 
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point d'une sphère, d'un rayon égal à un millième de millimètre , 
équivaudra k un enfoncement de i5 mètres à peu près dans le même 
Hquide. 

Mais nous allons démontcer que, quelle que soit la nature du liquide, 
et la forme d'un corps solide qui y est entièrement plongé, la seconde 
partie de la force N et les forces T et T, appliquées à tous les points 
de la snr&ce de ce corps, se détruisent sans le secours d'aucune autre 
force, et ne peuvent lui faire prendre aucun mouvement de trans- 
lation ou de rotation. 

.(77). En faisant pour abréger. 



4 / . <^* _i_ ^' 



et désignant par V la seconde partie de N, on aura 

. \ dz j \ ds 

a.— «TT a.-'-y- 

Vv dx . V dr , . 

quelle que soit la direction des axes des coordonnées j?, j^, 2: on regar- 
dera, dans cette formule, v comme une quantité positive ou néga- 
tive , selon que la normale menée par le point M' à la surface du 
corps et dans son intérieur, fera un angle aigu ou obtus , avec une 
droite menée par le même point suivant la direction des z positives. 
Désignons par >i , )9^ C' ^^^ coordonnées d'un autre point m de cette 
surface, rapportées au point M' comme origine, et aux directions des 
forces T , T' ; appelons 7', ce que q devient en ce point m ; il est 
évident que les dernières équations (i) seront la même chose que 

T -« ^ T' ^ 

pourvu que l'on fasse ti ss o et W^sxo après les différentiations , ce 

qui rendra nulles l'ordonnée Ç et ses différences partielles ^ ^^ ^. Les 

coordonnées de m, rapportées aux axes quelconques des x, ^, s, 
seront 

X •+- a)i + ^^' + ^Ç> 

jr + «'»•+ *V+c'Ç, 



Digitized by 



Google 



DE L'ACTION CAPILLAIRE. i55 

a, b, etc. y ëtant les connus des angles compris entre les axes des 
nif yi\ Çf et cenx des a>,x, z, lesquels cosinus sont lies entre eux par 
des équations connues , qu'il est inutile d'écrire. On pourra, considérer 
q' comme une fonction de ces trois nouvelles coordonnées ; et alors 
on aura 

pour les valeurs particulières >i = o et ti' = o. 

Les parenthèses dont sont enveloppées les différences partielles de q, 
indiquent qu'elles doivent être prises en regardant les trois variables 
^fjf ^« comme indépendantes; mais nous pouvons aussi consi- 
dérer z comme une fonction de x et y^ donnée par l'équation de la 
surface du corps ; et sous ce point de vue , nous aurons 

P'aillei»s , l'axe de» i positives étant la normale à la surface du 
corps y menée dans son intérieur par le point M' dont les coordon* 
nées sont x^ ff z, etc, c', c'\ désignant les cosinus des angles que 
fait cet axe avec ceux des x, jr^ z, il s'ensuit qu'on aura 

1 dz , \ d% j/..^ ' 

sf dx V djr V 

en donnant à p le même signe que dans l'expression de Y. On a, en 
outre 

rt^ + a'c' + aV'==o, 6c + *V4-*V' = o; 

il en résultera donc 

ce qui fera disparaître ( ^ j dans les valeurs de -^ et ^ , ou de T et 
T', et les réduira à 

T^ga+l.-, V^%b+%l^. (3) 
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De cette manière, les forces normale et tangentielles V, T, T', sont 
exprimées en fonctions^de coordonnées quelconques x, j^, Z}i\ faut, 
de pins, les transformer en d'autres forces, dont les directions soient 
aussi quelconques et invariables. 

Supposons, pour cela, qu'on ait d'abord pris la résultante de V, 
T, T*, et qu'on la décompose ensuite suivant les .ax<to des x , jr^ z. 
Soient X, Y, Z, ses trois nouvelles composantes; nous aurons 

X = aT + bV^ cV, 

Y = #i'T+ 6T'4- c% 

Je substitue , dans ces formules, les valeurs de T et T^ données par 
les équations (5), et celles de c, c', c"; j'observe que l'on a 

W+iya. — c<^ = — -L**, 

V* dx 

^* djr' 
d'où il résulte 

X — J_/, JL, ^\ ^ J_^dz d:t dq iA« 

'^ ^\ '^ dyj dx V» dlr JP ^ "" T S ^^ 

Y _ ±,fji, ^\ ^ LfË^f^_ ' *V 

•^ \ "^ dx'J dj v^ dxdj dx T d^^* 

V* dx dx*^ v^ dj- if^^^ i^ ^ 

et en y mettant pour V sa valeur donnée par l'équation (a) , ces for- 
mules pourront s'écrire ainsi : 
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Enfin, si Ton désigne par ds rélément différentiel de la surface du 
corps ^ et si Ton observe que cet élément et sa projection horiasontale 
dûcdjr doivent être des quantités positives, on aura 

ds = sfdxdjr, 

dans toute l'étendue de cette surface. 

Multiplions les équations (4) par ds , puis intégrons dans toute 
cette étendue ; nous aurons 

la première intégrale double de chacune de ces expressions répondant 
à la surface inférieure du corps , et la seconde à sa partie supériem^. 
Ces intégrales auront donc pour limite commune, la ligne de contact 
du corps et du cylindre vertical circonscrit, en «orte qu'elles doivent 
être étendues aux valeurs de a: et^, relatives à tous les points de la 
base de ce cylindre sur le plan de ces coordonnées. 

Menons au contour de cette base deux tangentes parallèles à l'axe 
des 7". Leurs points de contact diviseront cette courbe en deux par- 
ties ; et nous aurons 

ff±^dxdjr= {fqc\dx) - [fqc^^dx]} 
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les intégrales comprises entre des parenthèses répondant à l'une des 
deux parties , et celles qui sont renfermées entre des crochets appar- 
tenant a l'autre. Mais^ pour toqs les points de la courbe de contact 
du corps et du cylindre yertical, et^ par conséquent , pour toutes 
les valeurs de or et j^ qui répondent à la projection horizontale de 
cette courbe , la quantité q est la même , soit qu'elle appartienne à 
la partie supérieure ou à la partie inférieure de la sur&ce du corps ; 
de plus, la normale intérieure à l'une de ces deux parties est^ en 
chacun des mêmes points, le prolongement de la normale extérieure 
à l'autre partie, pu, autrement dit^^ les angles qui ont c, c\ c", pour 
cosinus sont les supplémens de ceux dont les cosinus sont c, , c^, d\ : 
dans les intégrales simples qui précèdent , on fera donc qcfz^^'^qif^ ; 
d'où il résultera 

(fqc'dx) + {fqc\dx) = o ,' {fqc'dx\ + [fqc\dx] = o , 

et, par conséquent. 

On prouvera de même que l'on a 

et en ajoutant ces deux équations, on en conclura 

/Z^^ = o. 
Par un raisonnement semblable, on trouve 

fUjds = o , pids = o. 

Ainsi , les sommes des composantes des forces que nous considérons 
sont nulles suivant les trois axes des x ^ jr^ z. 
Les équations (4) donnent 

^ ,,_. ^![(-+|)'-s'] . ^!||-^-) 

•^ V djr ' «^ if dx ' 



Digitized by 



Google 



t58 • TfOUVELLE THÉORIE 

, if/ ■ dz'\ ■ dz dt -^ 
i^ dj 

et^ comme les seconds membres de ces nouvelles équrtions ont It 
méQie focm(9 que ceux des équations (4)^ on en conclura , par une 
analyse semblable, à la précédente ^ 

/(Xz— .Zjc)£ir = o, /(Yz — Zj)^j = o, /(Xj — Ya:)tiî=o; 

les intégrales s'étçs^dant à la siirface. entière du corps. Les sommes des 
momens des forces X^ Y, Z^ par rapport aux axes des Xj y^z^ sont 
donc aussi nulles; par conséquent^ ces forces appliquées à tous les 
points de la surface du corps se détruisent mutuellement; ce qu'il 
s'agissait de démontrer. 

Quoique nous ayons supposé^ pour plus de simplicité, que la sur- 
face du corps n'était rencontrée qu'en deux points par chaque droite 
tirée dans son intérieur, il est aisjà de voir, cependant, que la dé- 
monstration précédente aura encore Heu dans le cas d'un nombre 
quelconque d'intersections > lequej nombre sera toujours pair, à cause 
que le corps est terminé de toutes parts. Il faudra alors^ la diviser en 
--plus de deux parties coatigues, et étendre les intégrales à chacune 
de ces parties séparément. Mais la démonstration et la proposition 
elle-même exigent que la surface du corps ne présente aucune 
arête vive, c'est-à-dire aucune ligne pour laquelle les plans tan- 
gens aux deux parties adjacentes de la surface , comprennent an 
angle fini. Quand il en existe, les forces X, Y, Z, appliquées à la 
surface entière du corps ^ ne se font plu!^ équilibre ; et d'ailleurs on 
ne doit pas perdre de vue que, près d'une arête vive, la résultante 
des forces N, T, T', déterminées par l'analyse du n* aS, n'exprime 
plus la véritable pression du liquide, dont k grandeur et la direction 
doivent alors^êtr^ déduites de considérations particulières, 

(79). Si l'oi^ dçmande 1^ pi^ion exercée par les forces X, 
Y, Z, sur uile> poi;;tiQn seulqmèai de la. surftiee . du <:orps, plonge 
dans le liquide ^.Jès intégualës fUds, f^^^f fT^às^ ne seront plus 
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nulles, et l'on en pourra déterminer les valeqrs de ia manière 
suivante. 

Supposons que cette portion dç surface appartienne k la partie in- 
férieure du corps, à laquelle répondent les cosinus c, V, c^'; il faudra 
supprimer, dans l'expression de chacune de ces trois intégrales, la 
partie qui renferme les autres cosinus c, , c^\ , c'\ f et en considérant 
la troisième intégrale, on aura alors 

Faisons passer par le contour de la portion de surface que l'on consi- 
dère, une surface cylindrique parallèle à l'axe des z. Par un point 
quelconque de ce contour, menons, dans l'intérieur du cylindre et 
dans l'intérieur du corps, des normales à leurs surfaces. Soient y , 
y', y", les cosinus des angles que fait la normale à la surface cylin- 
drique, avec les axes des x, jr, z; et ceux des angles qui répondent à 
l'autre normale étant c, c\ d\ si l'on désigne par i l'angle compris 
entre ces deux droites, on aura 

cos 1= cj'-f- c'y + c'y. 

Les intégrales relatives z x ^\ j s'étendront à tous les points de la 
base du cylindre sur le plan de ces coordonnées ; or , chacune de ces 
intégrales doubles se réduira, comme dans le n^ 35, à une intégrale 
simple , étendue au contour entier de cette base; et si nous appelons 
dff l'élément du contour de la portion de surface dont cette base est 
la projection , et cT l'angle aigu que fait cet élément avec le plan des 
or et 7- , de sorte que cos S^da soit l'élément du contour de la base, 
nous aurons 

yj^rfj:dfr=-/5fC>cosJ^rf(r, ff^^d^dx^^fqcyco^^dtr; 

donc, il cause de y s=s o, il en résultera 

flids =75 cos I cos i'dtf j 

l'intégrale s'étendant au contour entier de la portion de surface que 
l'on considère. 

Lorsque cette portion de surface appartiendra à la piirtie supérieure 
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du corps ^ on prendra poor i Fangle compris entre la normale ex^ 
térieore du corps et la normale intérieure du cylindre ; quand elle 
appartiendra à la partie supérieure et à la partie inférieure , on cal- 
culera là valeur de fUs séparément pour chacune de ces deux 
parties. L'augle i sera aigu dans Tune et obtus dans l'autre; et il 
se comptera toujours à partir de la normale intérieure du cylindre 
parallèle à l'axe des z* On obtiendra de même les valeurs de f^ids 
et pids. 

Si le liquide est homogène ^ le coefficient q sera, constant et sor-- 
tira en-dehors des signes /• En supposant la portion de surface ter- 
minée par une courbe plane et parallèle au plan des x et jr, on 
aura cos cT = i ; et si^ en outre, le corps est un solide de révo- 
lution dont l'axe soit parallèle à celui des z , cette courbe sera cir- 
culaire, et l'angle^ z constant dans toute sa longueur; en appelant 
donc r son rayon, on aura 

/Zcfr = 2'Xrq cos /. 

Pour le même contour, l'angle i se rapportera à la normale inté- 
rieure ou à la normale extérieure du corps, selon qu'il s'agira de la 
portion de surface inférieure ou supérieure à cette courbe. Les deux 
autres intégrales seront évidemment nulles. 

(80). Puisque les forces X, Y, Z, appliquées k tous les points de la 
surface d'un corps terminé de toutes parts, se détruisent complète- 
ment, il s'ensuit que quand ce corps est plongé en entier dans un li- 
quide , la pression totale qu'il éprouve est uniquement due à la partie 
p de la force normale N. Or, on sait que les composantes horizon- 
tales de cette force p se détruisent, et que les sommes de ses com- 
posantes verticales se réduisent toujours à une force égale et direc- 
tement contraire au poids du volume de liquide , déplacé par le 
corps ; la diminution éhi poids du corps entièrement immergé sera 
donc égale au poids de ce volume de liquide , conformément au 
principe ordinaire de l'Hydrostatique. Mais il n'en sera plus de même 
dans le cas d'un corps flottant à la surface d'un liquide : l'action ca<- 
pillaire pourra donner lieu à une différence dans les pression» ho** 
rizon taies, d'où il résultera un mouvement du corps parallèlement 
à la surface du liquide; et, dans tous les cas, cette action influera 
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sur la perte de poids ëprouyëe par le corps non entièrement im- 
mergé. 

Supposons d'abord que le corps soit Un solide de révolution , qui 
ait son axe vertical et sa surface de même nature dans toute son éten^* 
due^ ajSn que les forces horizontales se détruisent, et qu'il suffise de 
considérer les forces verticales. Soit CB (fig. 17) Taxe du corps, 
CABA' une section de sa surface par un plan passant par cette droite, 
AOD et A'O'D' les sections de la surface du liquide par le même plan. 
Les points A et A' où elles rencontrent la surface du corps seront 
dans une même droite horizontale, au-dessus ou au-dessous du ni- 
veau naturel du liquide y selon que ces conrbes tourneront leur con- 
cavité par en haut ou par en bas. Je représenterai par ar la distance 
AA', de sorte que r soit le rayon du corps à l'endroit ou le liquide 
sangle. Soit M un point du liquide situé à des distances insensibles 
de sa surface et de celle du corps, qu'on supposera, cependant, plus 
grandes que le rayon d'activité moléculaire. Par le point M , faisons 
passeï* une surface qui coupe à angle droit toutes les normales à la 
surface du corps , et dont la section par le plan de la figure soit la 
courbe OGO' terminée en et 0' à la surface du liquide. Tirons la 
droite horizontale MHM' qui coupe cette courbe en M et M^, et Taxe 
du corps au point H. Par les points M et M', faisons passer une sur- 
face qui coupe à angle droit toutes les normales à celle du liquide, 
et dont les sections soient FME et F^M'E', qui rencontrent en F et F' 
la surface du corps. Menons par les mêmes points des perpendicu- 
laires MK et M'K' à cette surface , MN et M'N' à celle du liquide. 
Pîous aurons 

KM]N=K'M'N'=«, 

KMH = K'M'H =z,- • 

cû étant l'angle relatif à la matière du liquide et a la surface du 
corps, donné par l'expérience, et obtus ou aigu, selon que le li- 
quide s'élève ou s'abaisse ; et i désignant le même angle que dans 
le numéro précédent. 

J'appellerai r la couche liquide adjacente à ja surface du corps , 
et dont la section se termine, d'autre part, à la courbe MGM% 
aux normales MN et M^N', et aux portions de courbes AN et A'N". 

21 
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Je nommerai L le reste du liquide, et je vais calculer Faction yer- 
ticale de L sur la couche T, à laquelle j'ai donné la forme néces- 
saire pour que^ cette force puisse s'exprimer au mdyén de quantités 
qui seront doimées dans chaque cas. 

Pour abréger, j'indiquerai chaque partie de L ou de T, ou, gé- 
néralement, chaque partie du liquide par la partie de la figure a 
laquelle elle répond. Cela étant, l'action de DOGO'D' sur KMGMTi' 
n'est autM chose que la force N du n** 76, décomposée verticalement 
et appliquée^ à tous les élémens de la partie de sur&ce de T qui ré- 
pond à la courbe MGM'j je la repi^senterai par P, en la supposant 
dirigée en sens contraire de la pesanteur. Je désignerai , suivant cette 
direction, par Q l'action du même liquide sur la partie de T qui ré- 
pond à FMK ou F'M'K', et par R celle qui serait exercée par la partie 
(m de r correspondante à OMN ou (XM^N', sur sa partie FMGM'F\ Il est 

^ évident que pour avoir l'action de L sur cette dernière partie de T, il 

faudra retrancher R de P + Q* L'action de L sur le surplos de T, 
cest-à-dire sur la partie correspondante à NMFA ou N'M'F'A', se 
composera de l'action de EMGM'E', que je représenterai par S, et 
de l'action de la couche superficielle ou correspondante à DNME 
ou D'N'M'E', que je désignerai par Tj l'une et l'autre dirigées 
en sens contraire de la pesanteur. L'action totale de L sur r sera 
donc 

P + Q-R-hS+T, 

et il s'agira de calculer successivement les cinq parties dont elle se 
compose. 

(Si). Si l'on appelle t la distance d'un point quelconque de la 
courbe MGM' à l'axe GC, la projection horizontale d'une zone in- 
finiment petite de la surface engendrée par cette courbe, sera aurtdt, 
et la composante verticale de la force normale N, appliquée à 
toute cette zone, aura pour valeur 2'jrNitdt } par conséquent, on 
aura 

Tzzz^àTT Tîitdt, 

en prenant r pour la valeur de HM , ce qu'on peut faire sans er- 
re or sen&ibla La< partie de P qui- r^nfd au sacOnd terme de N est 
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Imtégrale fZds^. dont la valeur sera osa^rq çw i, d'a()rèsile n*^ 79. 
En mettaat pour le premier terme ^ de N, sa valeur c — pgz, on 
aura doue 

P =r TfCT* — 27rg-p j ztdt -h 27rny cos 1. 



n -^i^^^^A^--^ 



7 



Digitized by 



Google 



i64 NOUVELLE THÉORIE 

de bas en haut par le point M , lequel angle est égal à HMN, moins 

un angle droit, ou à « + » — - ^j et comme on a trouvé U=*—^, , 

cette partie^de T sera 9, cos (/+ ^); oi^i c^^te force étant la même 
pour tous les élémens , on en conclura la valeur totale de T, en j- 
remplaçant t par la circonférence 27rr; ce qui donne 

T = 2^rq, cos (/ + 00). 

Chacune des forces Q, R, S, se déduira de même de la force Zé 
du n* 42 f en déterminant convenablement les angles a, 6, a', h\ et 
remplaçant t par ^irr. Soit, pour cela (fig. 18), IMI' une verticale , 
HM une horizontale , MK et MN des droites qui fassent les angles 
i et t+û) avec MH, OMG et FME des droites perpendiculaires à MK et 
MN. On prendra la droite IMl' pour l'axe DCE de la figure m , à 
partir duquel les angles a, 6, a', Vy sont comptés ; et la force Ze 
sera dirigée suivant MI. Pour en déduire Q, il faudra faire coïncider 
les lignes CÂ, CB, CA', CB', de la fig. 1^2, avec les droites MG, MO, 
MK, MF, de la fig. 18; cela étant, on am*a 

a = GMr= — î, *:=0Mr = 9r — /, 

a'= KMI= — ^^+î, i' = FMÏ = -7rH-îH.û); 

et diaprés l'une des foi^ipules (4) ou (5) du n^ 44 ^ 0^ ^" conclura 

Q =2 4^9r ain i cot m. 

Relativement à la force R, on fera coïncider les lignes CA, CB, CA'^ 
CB', de la fig. 13, avec les lignes MN, MO, MG, MF, de la fig. 18; 
on prendra donc 

fl=:NMr=-7r-*-£ — 01, * = 0Mr=r.>5r~i, 

a'=GMI:=— îT+i, fc'srFMlŒ — 5r+i+<»; 
et il en résultera 

- R = vrrqr [sîn / tang Q v — î ^) "" sin (î-f- v) ( i — tang- û>)]. 
Enfin, à l'égard 4e la fortfe S, 'dnifera c<Mqcidi$r les lignes CA, GB, 
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CA', CB', de la fig. la, arec les lignes MG» ME, MF, MN, de. la 
Rg. 18; ce qui exigera que Von prenne - 

a = GMI' =r— /, b = EMI' = * — /—«,' 

a' = FMl=— «--hi + û., *'=NMI=:t-f-«— jTf; 

et d'où l'on conclura 
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é élànt fbéjaurs, la tidnsfalifte' qui pitMrîent^e^ la .^ear de /)^ c' Aé^ 
signant une autre constante anbîtraire:^ et^ç raéiral ekint^pontif jovl 
négatif, selon que la normale extérieure fait un angle aigu ou 
obtus avec Taxe des z positives. Pour ^ = r ou z = A: , on aura 

Pour z 3= o ^ i>n aura de même 

:>f étàiftl'uo^e-que fait lamormale-extérteutte du lii{uide , au point 
où la génératrice de sa surface coupe le plan des x et /, avec le rayon t 
du même point , que je représenterai par K. On a d'ailleurs 

!ifztdt = zt^ — ft^dzi 

si donc on fajit pcce^ivement. « s^soet,* ;=; /<^ z =aA «t .^ «sr, 
dans l'équation de la surface , et qu'on retranche les résultats l'un 
de l'autre • il en résultera 

'r cos (i + ûP) - F' cos If =^^ ^ l£^^^*rfz .-^^ r'% 

Or , si l'on désigne par U^ le, volun^ei du liquide situé an-dessus du 
plan des x et jr^ c'ést-V»-5îre au-dessus bxi 'au-^ssoit9^, selon que U 
sera positif pu négatif, et si l'on observe que sf est le volume du 
corps compris eiltre c^jplane^ section l^orizontale où le liquide 
s'arrête , on aura 

et par conséquent . 

'W;'pat é*èlàïiiïi/ïe lîqditlè^ éist'compris entro deux plans horizon- 
taux qui terminent des corps quelconques , ^t que l'on prenne le 

plan inférieur pour cWélties 3ne*;ji% q^i «urâ /\== -^, n = - ^ — «', 

en désignant par cû' l'angle donné que fait là' normale extérieure du 
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li\)uUe.à son extrémité infimeorey mw\ la verticale nicil^e dam 
l'intértew. da corps, sur/ lequel il s'appuie>. DéD9'<reniéfne'csts'^ la ,-% 

quantité (^ sera nulle; il ea résultera dooc, 

U = ^X:r* -r. 5rô(r» ~7^*) + ^a* (r sin <^^r' sin «/)• (&) 

Le volume V sera aussi nul , et la pression exercée de bas en haut 
sur le plan supérieur, aura pour valeur 

jrr^U f. 'TTgpbr^ — Ttgpr (kr + a* sin a). 

Elle devi a faire équilibre au poids du corps que termine ce plan , 
augmenté de la composante verticale de la pression atmosphérique] 
qui agit directement sur toute la partie de la surface non en con' 
tact avec le liquide, et fait déjà équilibre à la partie ^r^ll de la 
pression inférieure. En appelant -or le poids du corps, nous aurons 
donc 

^ = TTgpbr^ — TTgprÇkr + a* sin^û»). (7) 

Ces équations (6) et (7) serviront à déterminer la constante b, et 
l'épaisseur^ du liqfuide, tfaprcs son volume U et la cbarge ^r qu^il 
supporte* • 

(85), Lorsque le liquide s'étend indéfiniment, et qu'on prend le 
pian de son niveau naturel , pour celui dés or et j-, on a 3 = o 
Vangle » est droit , Féquation (5) se rédoit à 

U = ickr^ — V — 'TfaV cos (i+a) , 

et U est le volume du liquide soulevé ou* abaissé par l'atition capil-* 
laire autour du corps flottant* D'apiès cette valeur de U, la pression 
que ce corps éprouve en sens contraire de la pesanteur est la même 
chose que r\'î'\^^<^^ 

par conséqueiikt , Teffet de .racùon capillaife est de tfmiwuer ou 
d!augmenter la pression dont il &'agLt d'une qaantké légale au poids 
du liquide soulevé ou abaiiaé. 

Pour que le corps demeure en équilibre, il faudra que cette force 
soit égale à son poids augmenté de la composante verticale de la 
pressmi atmosphérique, qui s'exerce stir la partie de sa rarfaee sî- 
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tuée hors du liquide, laquelle composanle a irr*n pour valeur* Eu 
appelant 49* le poids du corps^ pesé dans le yide, on aura donc 

4r=^p(V-U). 

On parvient immédiatement à ce résultat en considérant un large canal 
composé d'une partie courbe et de deux branches verticales, et dont 
la section normale soit constante dans toute sa longueur. Si Ton 
suppose que l'une des deux branches comprenne toute la partie 
de la surface du liquide qui n'est pas sensiblement horizontale , et 
qu'on appelle fi le poids du liquide contenu dans l'autre branche^ 
aunlessus d*un plan horizontal choisi arbitrairement, il est évident 
que le poids du liquide renfermé dans la première branche , au- 
dessus du même plan , se composera de /t augmenté de gpU et di- 
minué de gpV; ce poids f&H- gpU — gpV, ajouté au poids du corps, 
devra faire équilibre à /t. On aura donc 

f* +«rfU — gpV + -or 555 /4; 

ce qui donne l'équation précédente. Mais il était important de faire 
voir q^e les formules .relatives aux actioos moléculaires , qui nous 
ont servi k trouver les équations de la surface capillaire et de son 
contour y peuvent aussi conduire directement aux conditions d'équi- 
libre d'un coirps solide en conts^ct avec un liquide, et, généralement, 
aux valeurs des pressions modifiées par laction capillaire. 

Si le corps flottant est attaché au plateau d'une balance , et qu'on 
ait mis dans l'autre plateau un poids ^r -f- A , il faudra, pour l'équi- 
libre de ce système, que nous ayons 

A = gp(U-V), 

ou bien, en remettant pour U sa valeur, 

A ss gp [^At* — V — "Xa^r coa {i + ^) — V]. 

Si le corps est un cylindre ou un disque circulaire, et que le liquide 
se termine à s^ basé inférieure ou k la circonférence de cette base ho-' 
rizontale , on aura p = o , V = o , et simplement 

A = 7rgpr[kr — a* cos (i -f- û>)]. (8) 
iQuand la ligne où le liquide s'arrête fixera tracée sur la base, l'angle i 
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sera droit ; àl en résultera 

A == yrgpr (kr + ^* sin a); 

et le rayon r pourra varier sut cette base, en même temps que A 
et k. Mais^ lors^e le contoiir du liquide sera tracé sur l'arête qui 
termine la base du disque , ou un tant soit peu au^essus, Tangle i^ 
c'est-à-dire l'inclinaison de la normale à la surface de cette arête ^ 
pourra prendre toutes les valeurs, depuis / = o jusqu'à î = -^; 
par conséquent, A et Â: pourront varier sans que r change de valeur 
et cesse d'être égal au rajfon du disque. L'équation (8)nou&3erviray 
dans le chapitre suivant , à résoudre une des questions U?s plu& inté* 
ressantes de la théorie de l'action capillaire. 

(84)- Pour déterminer l'effet de la capillarité sur les pressions 
horizontales, je supposerai que le corps flottant soit compris entre 
deux plans verticaux et parallèles, d'une très grande largeur, aGn 
qu'on puisse négliger^ sans eiTeur sensible, la partie de la pression 
qui a lieu près de leurs extrémités, relativement à la pression totale, 
et considérer la hauteur du liquide et la pression comme constantes 
dans toute la largeur de chaque plan. Le corps sera terminé, en haut 
et en bas, par des surfaces quelconques; on supposera la surface in- 
férieure entièrement immergée y et la surface supérieure entière- 
ment en-dehors du liquide. La figure ig représente une section de 
ce corps, verticale et perpendiculaire à ses deux faces latérales. Les 
lignes AD et A'D' sont les sections de la surface du liquide^ de part et 
d'autre du t:orps^ qui coupent ses deux, faces aux points A et A\ 
Ces courbes sont différentes, et A et A' n'appartiennent pas à une 
même droite horizontale. Selon que chacun de ces points est au-dessus 
ou au-dessous du niveau du liquide, la courbe correspondante tour- 
nera sa concavité par en haut ou par en bas. La droite LL'est l'inter- 
section dï d'un plan horizontal, que je prendrai 
pour celui je supposerai à une distance h au-^des- 
sous du n e coupe les deux faces du liquide aux 
points C e de la partie courbe du corps et au-des- 
sous de A 

AC==A + )t^^ A'C' = A-H>t.; 

22 
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k et k, étant dci quantités positives ou négatives, selon que A «t A' 

sont au-dessus ou au-dessous du niveau du liquide* 

Cela posé, les pressions horizontales se détniiront sur la partie 
du corps située au-dessous du plan des x et f; celles qui provien- 
nent de la pression atmosphérique se détruiront également sur le 
corps entier. Au-dessus des points C et C, les rayons de courbure 
X et X' étant iafinis , la pression normale N se réduira à sa partie 
p, dont on pourra représenter la valeur par 

pz=.gp(h — z), 

abstraction faite de II, Les pressions horizontales qui proviennent de 
cette force p, et qui ont lieu sur les parties du corps correspon- 
dantes a CA et C'A', seront donc 

gplj-^'^' (^k^z)dz/ gplf^ ^''{h-z)dz, 

en désignant par / la largeur du corps, et la supposant la même 
pour les deux surfaces. Par conséquent , si l'on effectue les intégra- 
tions, et qu'on appelle J" l'excès de pression dû à la force p, qui 
pousse le corps de gauche à droite , on aura 

Mais la quantité p n'est pas la pression du liquide dans toute sa hauteur; 
elle cesse de l'être à une distance de la surface moindre que le rayon 
d'activité moléculaire ; et , quoique cela n'ait lieu que dans une 
épaisseur insensible , la pression exercée par la couche superficielle 
du liquide n'en est pas moins uiie quantité sensible, qu'il n'est pas 
permis de négliger. 

(85). Soit donc M un point du liquide situé à droite de la figure , 
à des distances de AC et AD, moindres que les rayons d'activité 
du tube et du liquide. Par ce point, menons une verticale OMG 
qui coupe AD au point , une perpendiculaire à cette courbe AD 
qui la rencontre au point N, une horizontale MH qui rencontre AC 
au point K, et une courbe FME parallèle à AND. Nous aurons -à 
déterminer les composantes* horizontales des mêmes forces dont nous 
avons précédemment considéré (n* 80) les composantes verticales Q , 
R, S, T, Je les désignerai par Q', R', S', Tj la valeur de chacune de 
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ces quantités aura / pour facteur ; et » abstraction faite de ce facteur, 
T' sera Ja composante suivant MK de la force U du n? ^i , qui agit 
suivant MF, et dont la valeur est — 9, ; d'où l'on conclut 

T'= — 9,/sîn«; 

• 

a 

eU 

et 

à; 

les 



ce 



Pour déterminer R', on fera 

rt =NMH'=7r — «, *=OMH'=i^, 

a' = GMÈ = — i^r, 1/ =¥MH — — '-T + a; 
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ooifisi^itt réponde AC» oa plutôt sur la ooncbe liquide adjacente a 
cette àkce ^ derra ét»e attgment^ d^ane force Qf ~^R' ^S' + T, 
dont la valesr sera > ' 

ql (2 cet a> — cos cû tang - a — » cot - a> j — qj sin o) ; 

quantité qaie L'oa peafe reduîre à 

-^{q + q^l'sitï œ. 

La force dont ou devra augmeuter la pressîoa rdbtive à la face oor-* 
respondaote à A'G', sera de même 

âp, désignant oe que détient Tangle » par rapport à cette seconde face 
du corps y qui peut n'être pas de même nature que la première. Ces 
deux forces agiront en sens .contraire l'une de l'autre; et si nous 
appelons e la valeur complète de l'excès de pression horizontale qui 
pousse le corps de gauche à droite , nous aurons 

« = cT -h (j -f- 9,) / (sin Al — sin m^), 

ou , ce qui est la même cho^ , 

't=3ig:pi[Af — A:*, -f-^'Csin»— sino^)], (9) 

en ayant égard k la yalenr de la partie S" , et obsenritiit «que 

? + ?. = S §/!«•• - 

Ce résultat difière de celui de la Mécanique céleste^ en ce que 
l'auteur n'a pas tenu compte de la pression particulière qui a lieu 
près de la sùrÊice du liquide , et qui ne disparaît de la valeur exacte 
de 6 que dans le cas particulier où les deux angles m et où ^ sont 
égaux ou supplémens l'un de l'autre (^J|. 



(*) Le raisonnement qu'on trouye au commencement de la page 43 de la Théorie 
de r Action capUlaiiçe^ ittontre'<|Wl4af^e-ftYiitjug^ cette pranion tont-4-fait 
négligeable» parce qu'elle ne répond qu'à une étendue insensible de la surface 
idn eDiips»ri . 
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Loi^ue cette force é ne sera pas nulle, le corps 6era mis en mou- 
vement suivant une direction borisontale et perpendiculaire k ses 
deux faces latérales , qu'on a supposées d'une très grande largeur; 
et ce mouvement aura lieu de gauche à droite ou de droite à gauche, 
selon que la valeur de € sera positive ou négative. De plus, les ré- 
sultantes des pressions horizontales qui le poussent en sens con- 
traires n'étant pas directement opposées, le corps tournera, en même 
temps, autour d'un axe passant par son centre de gravité et pa- 
rallèle à ces mêmes faces latérales. 
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CHAPITRE VI. 

Solutions de différens problèmes. 

(86). Reprenons la qnestion du n* Sj, relative à Tëquilibre d'oïl 
liquide contenu entre deux plans yerticaux et parallèles, que Ton 
regardera comme indéfiniment prolonge dans le sens horizontal, 
afin de n'avoir pas à considérer ce qui arrive à leurs extrémité. 

Si l'on prend le plan des ^ et ;e parallèle aux deux plans donnés , 
rordonnée z sera indépendante de ^, et Féquation (i) du n* 49 ^ 
réduira à 



ar 



( 






î = 2«j 



en faisant, comme précédemment , 

H = gr«'- 

En multipliant par -~ dz, intégrant et désignant par b la cons- 
tante arbitraire, on aara 



\/ 






= *-.-. (,) 



Cette équation sera celle d'une section de la surface du liquide, faite 
par un plan vertical et perpendiculaire aux deux plaïus donnés. Les s 
positives sont comptées en sens contraire de la pesanteur, et k partir 
du niveau extérieur du liquide dans lequel les deux plans sont plon«- 
gés par leurs extrémités inférieures. Le radical doit être positif ou 
négatif, selon que la normale à la courbe fait un angle aigu ou 
obtus avec la direction des z positives; mais, dans toute sa Ion* 
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gueur, la courbe n^est rencontrée quW un seul pioint par chaque 
verticale, et l'angle dont il s'agit est toujours aigu , en sorte que 
• le radical sera constamment positif. 

Aux deux extrémités de la courbe, le cosinus de l'angle compris 
entre la normale et une horizontale, tirées Tune et l'autre en-dehors 
du liquide, est une quantité donnée, qui-peut être positive jou néga- 
tive. Si elle est positive en ces deux points, la courbe tournera sa 



(87). Je désigne par h la valeur de z qui répond au point C; à cause 



de ;^ = o en ce point , on aura 



et en éliminant 6, Téquation (i) deviendra 






Le radical étant une <] 
grand que a* + ^* î ®^ 
tion est moindre que 
Ainsi, l'on voit déjà 
comprise entre les lii 
gative, selon que la c 
en-haut. 

On tire de cette éqi 

dx 
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Je ooDftidérerâi s^parçmeiit Its deux parties èe la courbe qui aboutis- 
sent au point C; dans chacune d'elles, b variable a: sera regardée 
comme positive et comptée à partir de oe point ; et pom* <{Q'elle 
croisse depuis ce point jusqu'à chaque bout de la courbe, je sup- 
poserai le radical du même signe que dz. 

Cela posé, pour exprimer x en fonctions elliptiques, je fais 

d'où l'on tire 

tang (p =x -— jj^__^ ^^^ , 

et la variable 2.* n'étant pas moindre que &^, ni plus grande que 
h^ ^ a*^ cette valeur de tang* (p sera positive ; ce qui suffit pour que 
9 soit un angle réel. L'expression de dv deviendra 

\/h^+ 2tf * C08* ^ (h* -j. aa' cos' <p) « * 

ou, ce qui est la même. chose, 

, (a — c') g dp a{i — c*)a dp 



eh désignant par c une quantité positive, moindre que l'unité , et 
donnée par l'équation 

D'ailleurs, on a identiquement 



^/ sia^cos^ ^ = ±V/,-c^sin'yrfy~ 



d'où il résulte 

, . (a — c*) a . ^ aa ^ / ^ . ■ ; — , • 
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D'après les notations connues de M. Legendre , on a aussi 
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I — 8in« 



Soft A la valeur correspondante de x , c'e9t4^dire la distance da 
poîiit C à luD des deux plans verticaux ; on aura 

-J^ ==^=f! F (c,Ô)-?E(c, 8)4-^=^^1=^ (7) 

Si nous désignons par a' et co' la distance et Tangle relatif à l'autre 
plan vertical ^ et par fi' ce que devient fi^ quand on y met ^' à la 
place de ^ , nous aurons une seconde équation qui se déduira de la 
précédente 9 en j changeant et et ^, en a' et fi^. J'ajoute ces deux 
équations^ et je fais a + a' = cT, de sorte que / soit la distance com- 
prise entre les deux plans verticaux ; il vient 

^^^ = i=ii>(.,e)+F(c,fl')] 

--[E(c,ô) + E(c, ^^)]+-S=^^^+ /"°'^^=^> (8) 

pour l'équation qui servira à déterminer c. 

Dans le cas que nous examinons, les angles oi et (»' seront tous les 
deux aigus ou tous les deux obtus ; selon qu'ils seront obtus ou ai- 
gus, la courbe sera concave ou convexe par en-haut, et l'on prendra 
avec le signe -j" ou avec le signe — , les valeurs de z et de A don- 
nées par l'équation (4) et la première équation (5). En appelant k', 
ce que devient k lorsqu'on y change û) en co', les ordonnées ex- 
trêmes k et t^ se déduiront de la formule (4)f en y faisant ^ = et 
^ = Gf, ou bien elles seront données immédiatement pai' la seeonde 
équation (5). La distance de C à l'on des plans verticaux ou l'une des 
valeurs extrêmes dex, se déterminera au moyen de la formule (7); 
et en la retranchant de /., on aura la distance de C à l'autre plan. 

(88). Quand on aura ûi== a>', les distances et et a' seront égales 

entre elles et à - tT. Si ces angles sont, en outre, zéro on ^, on aura 

simplement ____ 

cot 6=î \/i—c\ 

I\>ur rés^ntàte par rapport à c l'équation (7) qui est transcendante. 
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il faudrait donner à c ,nne série de valeui^ croissantes par de très 
petites différences, depuis c = o jusqu'à c = i ; calculer, au moyen 
des tables elliptiques de M. Legendre , les valeurs correspondantes du 
second membre de cette équation; et former ainsi une table des raieurs 

de—— , relatives à toutes ces valeurs de c : cela étant ^ lorsque la 

distance J" ou :iot, et la constante a, et par conséquent la quantité 

"-^ seraient données , on chercherait dans cette table la valeur cor- 

respondante de c. Mais le problème sera bien plus simple si Ton 
donne Télévation h du point C et la constante a, et qu'on demande 
quelle doit être la distance aa comprise entre les deux plans. 
Supposons 9 par exemple, qu^on doive avoir 

il en résultera 

c=J^, cot8=J^, = 54-44', 

et l'équation (7) deviendra 

Pour ces valeurs de c et 6 , les tables de M. Legendre donnent 

F(c, 0)s= 1,02806, 

E(^^())=^o,89uij 
d'où l'on conclut 

Â= o,4776> 

pour le rapport de la distance des doux plans à la pfais petite or- 
donnée de la courbe. 
D'après les équations (5), la phis grande -ordonnée est 

l'ordonnée moyenne est donc 

25: 
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et la valeur correspondante de ^ sera 

(p = 58« i6' 5o". 

Pour cette valeur de ^ et es sin 4^^, on trouve, dans les tables 
de M. lïegendre, 

F(c, (p) = .0,69500, 
E(c, ^) = 0,64457; 

et réquation (5) donne ensuite 

X = À(o,2o6î)- 

Ën comparant cette valeur de x h. celle de a ou de -/, on a 

jc = a (0,8628); 

en sorte que, dans cet exemple, les ordonnées. moyennes sont beau- 
coup plus rapprochées des plans verticaux que du point C ; ce qui 
tient au peu de courbure du liquide près de ce point. 

(89). Si h est très grand par rapport à a, le module c sera une très 
petite fraction , et l'on pourra développer les fonctions elliptiques en 
séries très convergentes, suivant les puissances de c ; ce qui donne 






F(c, fl) = fl-f- j(6 — sinflcosô) + etc., 



E (c, fl) = 8 — j(e — sin ô cos fl) 4- etc. 
L'équation (7) deviendra 

''-^ = csin Bcos ô 4. ^ (fl — sin ô cosfl + 6 sin« fl cos ô), 

en i)égligeant la cinqjiièiïie puissance de c. Pour plus de simplicité, 
je supposerai que a» soit zéro ou tt; on aura alors, en vertu de l'équa- 
tion (6), 

• tangfl=i-|-;C* + etc., flsa: 4^-f- Jc^+etc,, 

et, par conséquent» 
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Il faudra que le rapport - soit une très petite fraction ^ dont on négli- 
gera la cinquième puissance ; d'où il résultera 

La première équation (5) donne ensuite 

h = 

où l'on prendra le signe 
ou ^, c'est-4-dire selor 
en haut. 

Si les deux plans verticaux qui terminent le liquide sont de la 
même nature, c'est-à-dire si eo est aussi zéro ou tt, de sorte que aet 
soit leur distance mutuelle, on voit que le premier terme de cette 
valeur de h sera le même que dans le cas d'un tube qui aurait cette 
distance pour rayon; ce qui n'a plus lieu pour la valeur totale 
de h. 

M. Gay-Lussac a observé l'élévation de l'eau entre deux plans ver- 
ticaux et parallèles, préalablement mouillés de ce liquide. Leur 
distance étant 

2a = i-»,o69, 
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Au moyen de cette dernière valeur de h et de celle de aa, on 
trouve 

a^ = (i4f6473) millimètres carres; 

• 

ce quidiflere peu de la valeur de a* du n** 56, qu'il faudra préférer, 
comme étant conclue d'une observation plus susceptible d*exactitude. 
(90]. En négligeant le cube de c, l'équation (8) se réduit à 

--^— = c (sin ô cos 6 -f- sin y cos fl'). 

Si nous faisons a> = - 'TT -f- ft et û>' = - cr + /x' , les angles ô et 6' 

différeront très peu de ^ ft et ^ /^' , d'après l'équation (6) ; et l'on 
• en conclura « 

-— = - c (sm;t + sm ^'). 
La première équation (5) donnera donc 

A=^(sinu + sin;A')f 

en observant que (ju et fi' sont positifs ou négatifs, selon que cù et 
Ci>' sont obtus ou aigus , ou selon que le liquide s'élève ou s'abaisse. 
Au même degré d'approximation., la courbe du liquide sera un arc 

fie cercle, d'un rayon égal à -j-. 

Cette valeur approchée de h nous montre que quand les deux 
plans verticaux, qu'on suppose très rapprochés, ne sont pas dans 
le même état, l'élévation ou là dépression du liquide est la deroi- 
^mme de celles que l'on observerait si ces deux plans étaient suc- 
cessivement de la même nature que chacun d'eux ; ce qui n'a lieu 
toutefois que dans la première approximation^ 

(91). Je retranche les équations (5) et (7) l'une de l'autre, et je 
fais A'^x^=iU^^ en sorte que u soit la distance d'un point queU 
conque d^ la courbe du liquide au plan vertical qui répond à Tao^ 
fjù j il vient 
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-?[E(c, Ô)-E(c, ,p)] + _î||a4=-_=£feL=. 

Maintenant, si l'on supprime l'autre plan Vertical, la courbe sera 
asymptotique de l'axe des u, et l'ordonnée h du point C sera infini- 
ment petite; en appelant donc b le complément du module, de 
sorte qu'on ait 

b sera aussi 
et si l'on fa 



l'équation (o^ agnnera 

D'î 
lev 

et 

c'e 

Pc 

Oï 
«t 

ce 



6 = -7r — Ô'A. 

2 
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F(., ô)-F(c,(p)=r-i=^=:log^^^ 



On a d'ailleurs 



on aura donc 



v/i— c*sin»ô 1/14. r*' 

c sîn 2^ ^^_^ 2Ç^ ^ 



et si Ton y substitue pour ^' et 0' leurs valeurs^ et qu'on bsse 
to = -^ + /A, on aura finalement 

./- (aV/2+ v/2a*— T*) sin - a* ./"""; ; 

-1— = log : : h 3 cos - fi — y^ — , (9) 

a " / , ï A ^ ai/2 

pour réquation de la courbe formée par le liquide qui s élève ou 
s'abaisse Itf long d'un plan vertical ; /i étant l'angle aigu que fait la 
normale à son extrémité, avec la verticale , et qu'on regardera comme 
positif ou comme négatif, selon que cette courbe tournera sa con- 
cavité ou sa convexité par en-haut, afin que l'angle t» soit '.obtus 
dans le premier cas et aigu dans le second. La variable z sera, par 
conséquent du même signe que ft, et le radical V^^*— ^* devra être 
positif, pour que l'on ait 11 = 00, quand 2 = 0, ainsi qu'on l'a 
supposé. 

Si l'on appelle / la valeur de z qui répond à u sso , on aura , 
d'après la seconde équation (5), 

• ls=:a \Jlk sin -pi ; 

et cette quantité i^nd effectivement nulle la formule (9), quand on 
la substitue à la place de z. Il en résulte que la constante a, relative à 
la matière d'un liquide, exprime son élévation au-dessus du niveau, 
le long d'un plan vertical qui a été préalablement mouillé dans toute 

sa hauteur parce même liquide; car on a alors â^^?r,At=-'7r,et, 
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par conséqaent, Issa. Dans le cas de Veau à la teinpératar« d^ 8*,5 
(n* 56) , on aura 

/«a»5~8888, 
pour cette ëlëyalion. . 
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d.'où il resalte . . 

quantité positive, à cause de z* < a*cos£ et cos i < 2C*; ce qui si^fEt 
pour que Tangle ip soit réel. Nous aurons 

^— ^^ ' _ (i~c*)flV/â4» 

ou, ce qui est la même chose, 

&:« ' ;^\ , \^avGv/i^c>ginVdp+c^iiv/âd( T^ ^^^^\ 

En intégrant^ on aura donc 

-^-F(c, ^)-aE(c, <p)+p===^. (Il) 

On a ajoute pas de constante arbitraire, parce qn'au point I on a, 
à la fois, o'^^o^ zz^Q^ ^^s,o. • 

Je désigne par c^ le même angle que précédemment (u^ 87), par 
à la distance du point I au plan vertical qui répond a cet angle, 
et par k la valeur de z i*elative à ^ssdt; en sorte qu'on ait 
dz , • 

dx «^ • . f. 

— . — = — cos « , — .-i sa a* C06 1 — Ar^, 

pour a: =: «I. En éliminant ^ , il^ vient 

**=:a*(oosî — 6inâ»)« (ta) 

L!^g^}^'Ser^ obtus pour le pian vertical ^ i^ long.dui^a^l le lir 
qui^e s'élèye,. et aigpi ppur Tautire plaur le long 4uquel il s'abaitWit 
le signe de X: ^ra contraire à celui de eos âi« £a^ appelant ^Vangla f: 
qui répond à z = A. et ^=;;a, on aur^ 
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et, en vertu de l'ë^aMioD ^i)", ^ — " '* ' • ' ' ' '' ' 

l^^=F(c,.fl)-aÈfç3)-f->^;^M^,. (.5) 

Cette éqaation répondra à 1 une dé» ^xti^itês dfe^ là coi!n4!ré' dt/ li- 
quide. Si Ton désigne par a'^ ^^.^^ p6.!3i^i? deviennent a, cù,^, rela* 
iivement à Tautre extrémité, on aura une seconde équ|(t^f(^..c(9fj..s^ 
déduira de celle-là , en y mettant et' ^\&k la place de €t et G; en fai^ 
sant la somme de déâ ^étjîiâtfens ^ éf appelant J^ 1^' distance des debx 
plans verticaux qui terminent la courbe, nous aurons ., ;) no 1 ij< i/ 

Cette derbièlne équation servira à déterminer fe 'module c , et , par 
conséquent, l'angle i; les équations (lo) et (ii) donneront ensuite 
Içs v^aîettift des im>rdoBnée».JS etx .eu ifonoûan^ dfiflM^trpisième vor^ 
riable ^ j ce qui est ïa solution complète du p^oblp^e^ ,. \.. .^ ^. 

Lorsque l'angle i, sous lequel la courbe vient couper le niveau na- 
turel du liquide , sera dou^é , Téquatioa précédente fera connaître 
immédiatement, au moyen des tables des fonctions elliptiques, la 
distance des dif Uk plans qui devra avoir liée. Not» aUoiis^ ftiîre saccef^^ 
sivement, sur cet angle, différentes.suppositions. 

(gS). Je retranche )es équation^ (ii) et (i^) lune de l'autre, et je 
fais a — M = X j il vient " » r ' ■- 

%/i — c*«înM . j/i— c*8ïn*f* ■ 

Si l'angle i est infiniment petit, c difierera infiniment peu de Tunité, 
et cette équation, jointe à la formule (ix>), de^Pb Cfiiiidtiii;^ à ,r<équt-r 
tion (g), relative à la cour^ asymptotique; c'est, efiective^ment , ce 
iqui^ Pou vérifiera saûk dilRcuIté par un âlcul semblable Ji' celui du 
vf^u Mais :>on .^aopvient (anasi à cette équirtiovi (9)>l\^ ^'înlégnrticm 
^i]^ficfte4e rtepoésiiota àùdxAn numépo préoéd€nt.i - ' • : I > * 
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En effet, enfiôsant <2r=: — duetia=:o,«ati 

Pour intégrer œtte formule, soit 

z = a Va cofi p; 
nous aurons 

£/« = -4::. — ^ — a V^2 006 i'^fp; 
d'où Ton tire 

c' étant la constante arbitraire. Cette équation est la même chose que 

Si l'on fait, dans l'équation (la), î=so et o^ats i^-f-^i, et qu^on ap- 
pelle / la valeur correspondante de Ar, on aura 

/s:aV/â sin-fi; 

et comme / est la valeur.de z qui répond à tt =s o, il en rraulteni 

fin -Al 



C'=l0g _4-2COS-^, 

1 + C08 -fé 

et, par conséquent^ 

-^-- sslog :^ 4-aCOS- U ' ;^r — ; 

ce' qui coïncide avec réquatîoti (g). 

(9/^), Faisons ai=^-^ + )tt et a>'c=:- ^4" f*'» ^^ ^•^^^ V^^ f^ ^ 

/a' swent \f» angl^ sousi lesquels les tangentes extrêmes à la courbe 
du liquide viendront couper son niveau naturel. L'un de ces angles 
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sera positif et Taiitre négatif, puisque Ynn des angles ai .et ai' est obtàs 
et Tantre aiga. Abstraction, faite du signe, ils ^nrpasseront l'angle L 
Soit fi le plos petit des deux angles fÂ et /i', et suppoBonskqùe/ dif- 
fère très peu de fé. L'angle 6 sêite trè» petit; car la>a!ear de tang*^^ 
du n* 9a pent s'écrire ainsi : 

t.nrO=: "^r"^ ; (i5) 

a a*^ 

et si nous fiusons 

i=s/i— ^4*sin^, 

de sorte que np soit nne quantité très petite, nous aurons = 4» ^^ 
négligeant le cube de 4* Le rapport - sera aussi une très petite frac- 
tion; et| d'après l'équation (i3), q/qjds aurons ' 

^^ss=(ac-— i)4 = 4cosAi. . 7''iiT 

Le point I sera donc alors très rapproché de l'un des deux plans ver- 
ticaux, et l'ordonnée A: du point où le liquide s'arrête le long de ce 
plan, sera très petite; eu yertu de l'équation (la), elle aura pour 
valeur 

A= -^ sin/f 5=5 « taog /*. 

Mais il n'en sera pas de même à l'autre extrémité de la courbe , si 
l'angle f/ n'est pas très peu différent de fe, abstraction faite du 
signe. 

En effet, on aura, à très peu près, 

COS/i C08^' 



tang'd^: 



a »in* - ft CO8* - ft 
a a 



et l'angle O' n'étant pas très petit, le rapport —, déterminé par Téqua- 
tion (t3)i ne le sera pas non plus. Prenons, par exemple , 

^ = —.60% ;t'=:90*; 
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..::., \ . . ,. ,.. , ., ..„ ^;,.- • , v ' ,1,,. , / . . ■ tj/i.i -I M) .. '.î •• ••.-. 
Poj^-.cetf^-.yAfoitr-lle .tf et ca=5<îi» <5*% *»; %• .J ,x. vi> pm; ,-. " --. i 

T(c,9')^i,oym; ■;•'■ '' ''": '*• '=' ' '* 
et l'équation (i3) donne ■ ' 

, ri II'' -• l'i I» '• 

On aura, en même temps ^ , 



pour l'ordonnée du poifiVOiiIe If^de s^arliM^lc^ildÂglIttplbn vâljîcal 
correspondant à a'. ^ , ^ 

Toutes les fois que fâ dtsf^ndë & sera très pelite par rapport à a, 
et qu'en, mèm^ temps les angijçs /x et ft' ne seront pas très ^^ difii^t- 
yens l'up de l'autre, a^bstraf^i^nj^aîte. c^q ^$ne, ^nç^n 4^deuj, s^ 
g)ç? 6,é,ti â' m ser^ ^rèç petit ; ks djst^pçe? 4^ pt^^di]^,ppiat J[ .i^ux 4^11^ 
points verticaux y aussi bien' que les coordonnées d'un autre paijili^^ 
la courbe du liquide, ne pourront se déterminer, même par ap- 
proximation, sans recôurif aux fotiétioqs elliptiques; et cette courbe 
ne se réduira, en aucune manière, à une ligne algébrique.. . . 

(qSlX Dans le cas dé u; z=s — u, la courbe du. liquide sera 
syméfnque au-dessus et au-dessous de s6n niveau naturel ; on aura 

«s^eT; et si la distance J" est^très petite ]>ar . rapport ^/^p^jon 

pourra supposer l'angle G très petit, et l'angle i très peu différent 
de ft^ D'après le numéro précédent, 00 aiïtir ^néralement 

-^ = 4cos;t, 
et, par conséquent, 

' • . \ » M ■ • . '1 ' . . . • H 

= — 7= f t = Afc'~ . , '7 , A: = -d^tanga. 
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L'angle ^ qui entre dans les équations (lo) et (ii)^ étant» tol^jMrr^ 
moindre que Q, sera aussi très petit. En négligeant le cube de ^, 
ces équations deviendroqt. ^ ' ; . 

et si Ton élimine entre elles^ «t qu'ony &ste c^^eo»^ i :& eos ^ u . 

il vient 

2x£aa: taqg.)u.; 

en sorte que la courbe du liquide se réduira , k très peu près , à 
uiie lingue drute/^L'âévatiim 90 la ééfKression de ses extrémité sera 
l^portionnelk m kb distance ^ des devnr plâM verticaux , et indé- 
pendante de la noiatièra du liquide» Mais cela n'aura plus lieru lors- 
que l'angle fJt* sera droit ou à peu près droit; car alors le premier 
terme 4^di«cun« dod fiprmulâs (tr) et (b5) s'éya»o«im ou sera très 
p^tît» ce. qui réndm nécessaire k considération du terme suivant. 
En tenaat cooipèe de la troisième puissance ide ^ et de d, on aura 

Si Ton suppose /it == -9r , on tirera de l'équation. (i5)j 

... ,. ...■=i;-iflr, ,o-=^i+|»-,; ■ 

en négligeant la quatrième, poissaiic^ dp. dj ça «nra donc 

^'=-:vv^-6V' •■ ' 

D'après l'équation (io)| on aura, en ioiéme temps , 
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^_ I ir 1 



pour l'équatioa 4cLla cofirbe da liquide qui 'sera une {>arabole cu- 
bique. Les ordonnées de ses extrémités , c'est-à-dire les valeurs 
de z q^i répôudeui à f ssdbfi^ seront ' 



.=^^. 



9 



pour lesquelles ou a effeÊtivement xus^ziza. L'élévation on la dé- 
pression du liquide dépendra donc de la constante ii^ et sera, en 
outre ^ proportionnelle à la racine cubique de la distance mntucUe !ia 
des deux plans extrêmes. 

(g6). Si Ton plonge dans un liquide deux lames verticales , pa- 
rallèles et d une grande largeur, les formules précédentes serviront 
à déterminer y dans tous les caa> la figure du liquide en-dedans et 
en -dehors de ces deux lames. En même temps , Téquation (9) du 
n"" 85 fera connaltt^ l^xcès de predsién horizontale, qui pousse cha- 
cune de ces lames perpendiculairement à leur dii^ection; et Tex- 
pression de cette {àtcè^ sera itis simple >-d*après les valeurs que nous 
avons trouvées pour les ordonnées verticales des points extrêmes de 
la couche du liquide. ' . * 

En effet y lorsque ]e liquide s'élèvera ou s'abaissera à la fois le 
long des deux faces jntérienfe's'de ces dëiii lames ^ on aura (n* 87) 

^ -'^ '- 'A«"ôiïA^H-a*(i^ainû>)i 



- f 



pour le carré dç Tordonnée de Textrémité de la courbe intérieure 
du liquide y qui répond à l'angle donné ûp. Si l'on appelle A, l'or^ 
donnée de l'extrémité de la courbe extérieure,' et or, Tanglê cdr- 

respondant, on aura, en. même, temps, 

. V " - .. " 

*•, = a* ( i — i sin âp,) ; 

car le point de cette courbe où la tangente est horizontale 1 et dont 
Tordonnée est A, se trouvant ^^u .niveau du liquide, on a A ss o. 
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Or, ces Taleuis Je A* et A*, réduisent Téquation (9) du m 85 à 

€ = gplh\ 

L'excès de pression qui pousse chaque lame de dehors en dedans est 
donc une quantité positive ; ce qui montre que dans ce premier cas 
les deux lames se rapprocheront Tune de l'autre, quel que soit l'état 



25 
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quent, la fowe i se troavera indépendante de la disfànce des deux 
lames^ et à peu près égale à gpla^{i — sino)), abstraction faite du 
signe. Il en sera de même toutes les fois que le point d'inflexion 
sera seulement très rapproché de l'une des deux lames à laquelle 
on supposera que répond Fangle eo , comme dans l'exemple du 

«•94- 

Il est très remarquable que la force c ne dépende jamais de la 
igure extérieure du liquide et de l'ctat des faces externes des deux 
larmes; il Test également qu on puisse toujours déterminer cette force, 
sans connaître la courbe intérieure du liquide, et au moyen, seu*- 
lement, de l'ordonnée h ou de l'angle i, qui réponilent aux points 
que j'ai désignés par C et L 

f S'il n'y a qu'une lame flottante k la surface du liquide, la force £ 
sera nulle, quel que soit l'état de ses deux (aces; en sorte que la 

' lame ne prendra aucun mouvement horizontal; mais elle pourra 
tourner, ainsi que je l'ai dft précédemment (n® 85), autour d'un 
axe horizontal et parallèle à sa largeur, passant par son centre de 
gravité. 

S'il y a plus de deux lames flottantes verticales et parallèles, les 
valeur^ précédentes de e conviendront encore à chacune des deux 
lames extrêmes. A l'égard d'une lame intermédiaire, on aura 

en supposant que les deux courbes adjacentes ne présentent aucun 
point d'inflexion, et désignant par h et h' les ordonnées de leui^ 
points C : la lame sera poussée du côté de la courbe à laquelle ré- 
pond la plus grande de ces deux quantités, abstraction faîte du 
signe. Si l'une de cea courbes présente un point d'inflexion I, et 
l'autre un point C, auxqu^ répondront l'angle i et l'ordonnée A, 
on trouvera 

€ 5=3 gpZ (A» — . a* cos /), 

pour la force qui poussera la lame du côté du point C ou du point I, 
selon qu'elle sera positive ou négative. Enfin, lorsque chacune de ces 
courbes aura un point d'inflexion, on aura 

«= gp/a* (cos i — cos f) ; 
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i et i désignant les inclinaisons de la tangente qui répondent aux 
deux points d'inflexion : la lame sera alors poussée du côté de la 
courbe à laquelle appartient le plus petit de ces deux.angles. Ces ré- 
sultats se concluent y sans difficulté^ de l'équation (9) du n^ 85, com- 
binée avec les valeurs de A:* et i*, dont nous venons de faire usage ^ 
dans le cas de deux lames flottantes. 

(97). Avant de quitter ce sujet, il nous reste à faire voir que quand 



COS Où = 



dx 



\/.+* 



dx^ 



en regardant le radical comme une quantité [ 

les X positives à gauche d'un point choisi 

Élisant X =: OD après les difieVentiations. Par un point A' de la 

courbe, situé entre A et C, menons une verticale A'D' qui tombe 

à droite du point 0, une horizontale A'H à gauche de AD% et 

une normale extérieure A'Nr. Si l'on appelle ^ l'angle obtvis 

HA'N', il est évident que la ^ 

celle de cos ^ , en y faisant j 

tions. Par conséquent, si nous 

et si nous désignons par àf le 

nous aurons 
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cos»' = ,—-,-, > («7) 



en faisant a:'=OD' après avoir différentié. 

Or, maintenant, plaçons dans le liquide une lame parallèle à EAD, 
dont la face E'AT)', tournée du côté de EAD, passe par le point A', 
et supposons que oJ soit langle spécial qui^répopd. k la matière de 
cette lame et à celle du liquide. Il est évident que l'équilibre du li- 
quide ne sera pas troublé entre AD et A'D'j car la courbe AA' satis- 
fait, par hypothèse, à Téquation générale de la surface capillaire, ré- 
duite à une seule dimension ; et, de plus, les équations (i6) et (17) , 
auxquelles ses extrémités A et A' satisfont également, sont celles 
qui doivent avoir lieu, en particulier, pour 1 équilibre du liquide 
que l'on considère entre les deux lames EAD et E'A'D', en y re- 
gardant â> et ùi comme des angles donnés. Voilà donc un état d'é- 
quilibre dans lequel le liquide s'élève à la fois le long des deux 
lames parallèles, quoique les cosinus des aogles oi et cJ qui s'y rap- 
portent soient de signes contraires. Le liquide s'élève et sa surface 
^ est concave par en haut, parce que nous avons supposé l'augle ob- 
tus (ù plus grand que le supplément de l'angle aigu û>'; il s'abais- 
serait, au contraire, et sa surface serait concave par en bas, si 
l'angle obtus était moindre que le supplément de l'angle aigu, 

La courbe AA' sera déterminée par le système des équations (3) 
et (4) ; mais si l'on représente par S" la distance comprise entre ces 
deux lames, ^ ne sera plus la somme, mais la différence de leurs 
distances a et o! au point C, qui se déduisent de l'équation (7); et, 
pour déterminer le module c, on aura 

-Î[E(.,«)-E(.,,')] + ;;^-;^^. (.8) 

au lieu de l'équation (8); étant toujours déterminé par l'équa-- 
tion (6), et 0' désignant ce que devient quand on y met a/ au 
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lieu de €0. On prendra le signe supérieui» W^iiiférieur devant ^, 
selon que cette formule (18) sera positive ou négative. * 

Quant aux ordonnées verticales k.fl^ ^ des points A eft A' au-dessus 
du niveau du liquide ^ elles seront doiftlées par les équations 

*• = *•+ a* (1 — sîn œ), A^^ss *• + a*(i — sîn û/); 

h étant l'ordonnée du point C, situé sur le prolongement de AA'^ dont 
la valeur sera 

c 

Ces ordonnées seront de même signe; et on les regardera comn'ïe 
positives ou comme négatives, selon que celui des deux angles co 
et (»^, qui est obtus, sera plus grand ou moindre que le supplément 
de langle aigu. On verra, comme dans le numéro précédent/ que les 
deux lames flottantes seront poussées Tune vers l'autre, quel que soit 
rétat de leurs faces externes. ;• • --^ 

(98). Aiiilieu de la courbe qui présente un point C où la tin^ûte 
est horizontale ^^ki' l'on considère celle qui contient un point d'in- 
flexion I, On en pourra |)rendre une portion, située d'un même côté 
du point I, pour la figure d'équilibre d'un liquide compris entre 
deux lames parallèles, telles que les cosinus des angles spéciaux ^ 
et û)' soient de signes contraires. Ce nouvel état d'équilibre aufa cela 
de commun avec celui du numéro précédent , que le liquide s'élè- 
vera ou s'abaissera à la fois le long des deux lames; mais ils dif- 
féreront l'un de l'autre par la nature de la surface. La portion de 
courbe qui termine le liquide sera maintenant déterminée par le 
système des équations (10) et (11); le module c étant donné par 
lequation 

db^=F(c, 8)-F(c, 90-aE(c, 8j + :iE(c, fl') 

, c* sîn aS c* sîn %&' , ^ 

qui remplacera l'équation (i4)^ ^^ ^^^^ laquelle J^ continuera de 
représenter la distance mutuelle des deux lames, regardée comme 
une quantité positive. 
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Les oràouuéeê i etH do& pointe extréiats jcfont doonoes par les 
expiations 

A* = a*(cos I — sîn ûi) , Ai'^ss a*(cos i — «n a') , 

en faisant c 3= eos - e , ^ regardant k et Al^, qui doivent ttre de même 

signe, comme des quantités posirives ou négatives, selon que celui 
des deux angles donnés cà et c/ qui sera obtus, surpassera le supplé- 
ment de l'autre ou en sera surpassé. On en conclura, comme dans le 
n^ 96, que , dans cet état d'équilibre, la pression horizontale du li- 
quide tendra à écarter les deux lames Tune de 1 autre. - 

Nous voyons donc que si Ton rapproche l'une de l'autre deux lames 
verticales et parallèles, qui soient telles que le liquide s'élèverait le 
long de l'une et s'abaisserait le long de l'autre, si elles étaient isolées, 
il pourra généralement prendre entre elles trois formes différentes : 
dans l'une de ces formes, la courbe qui le termine présentera un 
point d'inflexion; dans les deux autres, elle ne présentera ni un 
point d'inflexion, ni un point où la tangente soit horizontale; mais 
son prolongement en dehors des deux lames contiendra un poifît de 
l'une ou l'autre de ces deux espèces. Toutefois, lorsque eo, «^', /, 
sont donnés, ces différentes formes du liquide supposent que les va^ 
leurs ^e c tirées des équations (i4)f (^^)f (^9)» ^^^i moindres 
que l'unité; et si cette condition n'est pas remplie pour l'une de 
ces équations , la figure correspondante ne peut avoir lieu. 

(99)* I^oui* éclaircir ces résultats par un exemple, supposons que 
l'une des deux lames ait été préalablement mouillée par le liquide, 
et prenons, en conséquence, £#=i9r; supposons, en même temps, 
que l'autre lame n'exerce qu'une très petite attraction sur le li-* 
quide; en sorte que û>' soit un très petit angle, que nous repré- 
senterons par 2U. L'angle w étant plus grand que le supplément de €ù', 
le liquide sera concave et élevé an-dessus de son niveau naturel^ dans 
les deux cas des numéros précédens. 

En vertu de l'équation (6), on aura 

cot9 = ^ fl'=fl--^.. 
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en négligeant le carré de f^, et désignant par b le complément 
V^i — c* du module c. Si Ton développe la formule (i8) suivant 
les puissances de 6' — fl, le terme indépendant de cette différence 
n'existera pas, et Ton trouve que la valeur de cota fait disparaître 
celui qui dépend de sa première puissance; en s'arrétant à son 
carré , il vient 







a 




Ô)*(i+*')'c 


ou, ce 


qui est 


la même chose. 






d'où r 


on tire 


a 


v'S/ 








A . M^- 


./* 


Wf^ 



Par conséquent , pour que Féquilibre que Ton a considéré dans le 
n* 97 puisse avoir lieu, il sera nécessaire et il suffira que la distance 
cT soit très petite et moindre que av^. 
Cette condition étant remplie, nous aurons 



et par suite 

pour une même valeur de (^, Télévation du liquide sera donc en rai-* 
son inverse de la distance <P des deux lames; et si cette distance est 
très petite par rapport à ai^, la force e qui les pousse l'une vers Tautre, 
sera en raison inverse du carré de J^. 

Si l'on fait successivement f^ss -tt etM = -— - w -4- ^* dons 

réquation (i5), ce qui répond à û»=r^ et ^'= 2(^, et qu'on né- 
glige le carré de p, on en dédiura 

81* • » ar flD - f 



»/c06 
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Eu développant la formule (19) suivant les puissances de fl' — 6, jus- 
qu'au carre inclusivement, et mettant cos- î à la place de c, on 
trouve 

^ 2 

d'où Ton tire 

COS I =3 -yr- 

Pour que Tangle i soit réel, il suffirait qu'on eût J'^au*; mais notre 
calcul suppose très petite la différence 8' — fl ; ce qui exige que 

— ' — soit aussi très petit, et, par conséquent, que — le soît ^ale- 

V/cos i ^^ 

ment. En supposant donc que la distance cT surpasse ap', et soit néan- 
moins très petite par rapport à a(^, l'équilibre dont il a été question 
dans le numéro précédent pourra avoir lieu; et, dans cet état, 
on aura 

pour l'élévation du liquide et pour l'expression de la force qui tend à 
écarter les deux lames l'une de l'autre. 

Dans ces deux formes du liquide , la force t s'évanouit à la limite 
qui les sépare, c'est-à-^dire quand J^ =«(;•, et k est le même pour 
toutes les valeurs de «T. Si la distance cT surpasse d'abord ai^*, que la 
seconde forme s'établisse, et qu'enisuite on rapproche les deux lames,, 
de sorte que cT devienne moindre que ai^*, la première forme suc- 
cédera à la seconde, et la répulsion se changera en attraction.. 

(100). En rapprochant ce résultat de celui que nous avons trouvé 
précédemment pour le cas où il existe un point d'inflexion entre les 
deux lames, on voit que, dans l'exemple que nou& examinons, le 
liquide peut prendre deux figures d'équilibre diflëi^entes, pour une 
même distance «T très petite par rapport a a. L'une de ces figures 
sera, à très peu près, une parabole cubique (n® 9^); elle subsis- 
tera, quelque petite que soit la distance J^, et les deux lames se 
repousseront constammentrivee utie force indépendante de ^ et égale 
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^ gP^' (^^ 96). Dan» Ventre figure, la courbe du liquide sera de 
deux iiatures diffàrentes, selon qu'on aura ^ > ai^ on cT < «^* 
entre les deux lames; elle sera tout entière au-dessus du niveau > 
et ne présentera ni inflexion ni point où la taogente soit horizon- 
tale; elle fera partie d'une parabole cubique ^^ quand cT surpassera 

ai^, et d'un arc de cercle, d'un rayon égal à - <t, quand ^ sera 

moindre que asf^. Dans ce changement dé courbure, la force € chan- 
gera de signe; à mesure que eT diminuera, elle croîtra ou décroî- 
tra , abstraction faite du signé , suivant qu'on aura J" < ai^ ou 

Mais, laquelle de ces deux figures différentes le liquide .{urendra- 
t^il effectivement? 11 y a lieu de croire que si l'on a d'abord placé 
les deux lames parallèles à une grande distance l'une de l'autre,, en 
sorte que le liquide se soit élevé près de l'une et. abaissé près dé 
l'autre, et qu'ensuite on les ait rapprochées graduellement jusqu'à 
ce que la partie horizontale du liquide, comprise entre elles, ait 
disparu, ce sera la première figure, présentant un point d'inflexion, 
qui s'établira. Mais, au contraire, le liquide s'étant élevé près de 
l'une des lames, si l'on plonge l'autre verticalement dans la partie 
courbe du liquide, on peut croire qu'alors la seconde figure aura 
lieu, et qu'il ne se produira pas d'inflexion^ 

Le changement de répulsion en attraction qui a lieu dans le cas de 
la seconde figure, quand la distance J" diminue convenablement ^ 
fournit l'explication d'un phénomène observé par Haiîy et cité dans 
la Mécanique céleste (^). Ayant plongé dans l'eau une lame d'ivoire, 
le long de laquelle le liquide s'est élevé, et une feuille de tait lami- 
naire, substance non susceptible d'être mouillée par l'eau, il a ob- 
servé que ces deux lames se repoussaient tant que leur distance mu- 
tuelle dépassait une certaine limite , et qu'elles s'attiraient , au 
contraire , lorsque leur distance était moindre. Il serait à désirer que 
cette expérience curieuse fut répétée ; et pour que l'observation fût 
complète, il faudrait vérifier qu'en plaçant, d'abord les deux lames 
parallèles à une assee grande distance l'une de l'autre , et les rap»- 

^ ■ i ■ i '■ ' ■ I < ■ . M 

i^) SupplémeniàUiThéoriède l*AeiiœicapiUain^ jmfie^^: '<' 

a6 



Digitized by 



Google 



«u »CWVB^LB THÉORIE 

proch^nt •$»^^q i^^ei pv^c«iitjoQi#;Ia conrbe da liq^i^e présenterait 
une inflexion I iqui se n^ijipAiqiidmît^Mdixisi que. k. force, rapakâye^ 

'•*(iOf)k Ûecupoq^HMus astutUemeDt (i'un a«tre geare de questions. 
SuppqseRS ^qvt'utt yolisinp drandd'uii Kquide soit compris entre 'deux 
pl^ns hPfîzp.ntauK, e^ propQSQo^nQps de d^étie^miner la.^npfaœ laté- 
rale dei:e liquide. Son équation diSërentielle sera 

H étant la constante relative à la matière du liquide, A et A^ les ra}rohs 
de courbure priAdipaùx en un pcMnt quelconque M de sa surface, n la 
pression atmosphérique ,- ^ la pression intérieure qui à lieu li une dis- 
tance de M, insensible, mais plus gratide que le râjon d'actirité mo- 
léculaire: Eti appelant jff l'ordonnée du point M, verftfcale et dirigée 
de bas en haut, p la densité du liquide, g la gravité, et € une cons* 
lante arbitraire, on pourra représenter la valeur de /> par 

et aucune partie plané de la surface du liquide n^étant soumise à la 
pressions dé l'atmosphère, la constante € n,e sera pas nulle, et sa va- 
leur devra se déterminei* d'après le volume du liquide.' Si les deux 
plans horizontaux entre lesquels il est compris sont parfaitement ho- 
mogènes, et qu'on fasse abstraction des sinuosités de leurs superficies, 
il est évident que la surface latérale du liquide sera une surface de 

révolutipn , qui aura soci^ axe verticaL D'a{ffè8 lexpressioo de ^,4t -^ 

rekitive àce gearejde sur<Boes, l'équation, (a) deviendra donc 



( 



d'z , 1/ dz*\dz 

< d?)dt , ^ ax ... 



'^%y 



ea| désignant par ^t la:)dîfltaBce'>do:poiii(li<|mifloM<{ue M k l'axe de 
figui:e, et faisant H =^ gpa^ Selon la règle 4]ne Ton doit suivre 
pour déterminer t le- i»igp€i.Mii][)îgii ^^ dwomiaateoi!. dans l'expres- 
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sion de ^ + ^ (n* 49)^ îl faudra prendre le radical y ïHh ^ avec 

un signe contmiite il celui Ae^dt^ h dUSkentmlVè dz^teaA positive 
dans toute la longueur de la génératrice. . 

A rextrémitë supérieure de cette courbe, je d^ignejrai par ^ l'angle 
que fait la normafe extérieure avec là verticale tirée en sens contraire 
de la pesanteur y et à rextrémité inférieure, j*appellerâi &>' Vàngle 
compris entre la normale extérieure et là verticale menée dans le 
sens de la pesanteur. Ces dell^l^angl6s^eront:do9nesi et, par exemple, 
chaque angle sera égal à deux droits, quand les deux plans auront été 
préalablement mouillés par \é liquide! Je (^onsidénei'ai, pSiV lài^Uite^ un 
cas dans lequel Fun de ces angles eët aigu etFautt*éôbtti^^<ïiiàîliV8i3aÉ(t; 
je supposerai qu- ils sôcft tous 'les dëui? àigiiis 'W tous ' les ^detk^obtttë^ 
la courbe sera alors , dan^ toute sa longueur, voonc^ye qii' cQuvexct eU'^ 
dehors, et il y aura un point C pour lequel sa tangente sera verti- 
cale. Je fixerai en ce point l'orîg[ît»id dc'là Vâriirblfe jg, eV je dési- 
gnerai par k la valeur «orr€^pondMl4"é€ t^ .en « sorte qu'ont ait à 
la fois 

tz^hf 2 = 0, T- ^ 00 . 

Il en résultera ^ 

y étant le rayon de courbure de la génératrice^ au point C, que Ton 
regardera comme positif ou comme négatif, suivant que cette courbe 
sera concave ou convexe en-dehor»»* *0n a ^$^ — h pour l'autre 
rayon de courbure, c'est-à-dire que l'on a considéré le radical 

t/ I -f" 3T comme négatif, parce que la ligne de courbure circulaire 
à laquelle il répond tourne sa convexité en-dehors. 

Soient r et r' les rayons des cercles de contact du.liquide avec les 
plans supérieur et inférietrr, et ce et et' leurs distances au plan hori- 
xoataL passant par le point C; à l'crstréi^ité supérieuv^ de la généra- 
trice, nous aurons 
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et, k 9on extrëmitë inférieure, 

le signe des radicaux étant le même que dans l'équation (6). 

Appelons enfin m la valeur moyenne de ^y et A: la distance mutuelle 
des deux plans qui comprennent le liquide; son volume pourra être 
représeBte par Trm^k, et Ton aura 

* + «'=*, f^ t^dz = n^. (c) 

, Les équations (b), (c), (d), (e), sont celles qu'il s'agira de r^udi^ 
par approximation; mais, pour cela, il faudra procéder différem- 
ment , selon les dimensions du liquide. Je les supposerai d*abord très 

m k 
petites par rapport à a, en sorte que —et - , et, par suite , 

- et - , soient de très petites fractions. 

(lo:)). Dans ce cas, je multiplie l'équation (b) par tdt, et j'in- 
tègre ses deux membres; il vient 

-l£== + C^ + C' = 5 _ 1 ft'dz; U) 

et si l'on sappose que l'intégrale ft*dz commence avec z, la constante 
arbitraire C' aura pour valeur 

En combinant les équations (c), (d), (/), on en conclara 

^;- + É:'-.rsin« = ^ — -. /'•«•rfz,. 1 

ffr'-+C-/sin«'=-îJ*- i/^— Vrfz; j ^^ 

et en retranchant ces équations (g) l'une de l'autre, et ayant égard à 
la seconde équation (e), on aura 

g(r» — r'*) = rsin « — r'sin «'+ -, («r* + «V* — Am»); 
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résultat qui coïncide avec l'équation (6) du n^ S2, en observant que^ 
d'après les expressions de p qu'on a employées dans les n^' 81 et 10 1, 
la constante b doit être la même chose que a*€ + ^^ 

Dans une première approximation ^ je négligerai :Jjes termes divisés 
par a*; ce qui réduit l'équarîon (f) à 



v/ 



dz 

' + -di^ 



d'où Ton tire 






Le radical v/ 1 + 3j; ayant un signe contraire à celui de ^^ et la 

différentielle dz étant positive , la quantité St^ + €' est aussi positive; 
par conséquent^ le radical contenu dans l'expression de dz devra être 
de inême signe que dt. 

Cette formule s'intégrera toujours au moyen des fonctions el- 
liptiques^ et, dans quelques cas, au moyen seulement des arcs de 
cercle et des logarithmes. La valeur de z que l'on en déduira sera 
le premier terme d'une* série ordonnée suivant les puissances de 

~ , qui sera d'autant plus convergente que les dimensions du liquide 

seront plus petites par rapport à a, et dontbn formera autant de 
termes que Ton voudra , par la méthode des approximations succès^ 
sives. En faisant successivement ^=s.r et ^s=y dans l'expression de z, 
on aura celles de a et — a'; et, cela étant, les quatre équations (e) 
et (g) feront connaître les valeurs de r, /, h et y. Par conséquent, il 
ne restera rien d'inconnu dans l'expression de z, qui sera la solution 
complète du problème. 

Si l'épaisseur A; de la goutte est très petite, non-seulement à l'é* 
gard de a, mais aussi par rapport à sa laideur, la génératrice de 
la surface latérale du liquide se confondra, à très peu près, avec 
son cercle oscillateur au point C. C'est, en effet, ce que Ton dé- 
duit de l'expression de dz; car, dans ce cas, le rayon y de ce cercle 
est très petit par rapport au demi-diamètre A de la goutte; on a 
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à peu firèsv 

si l'o». fait. , 

la variable ^ sera aussi très petite; on aura^ à très peu près/ 

et, par conséquent^ 

à cause de jz = o, quand ^ = A ou ^=^0. On regardera le radical 
comme positif , selon quSl s'agira d'un point situe au-dessus ou au- 
dessous de C ; la variable t' aura le même signe que y ; . et , pour 
vérifier l'équation (^), il faudra prendre 

en «tjant égard au signe que doit avoir le radical 1/1 -f- — [ dans 
cette équation. On aura^ en même temps, 

^ COS « + COS êl 

pour les valeurs approchées de h et y. 

(io3). Pour appliquer les équations (f) et (g) au cas d'une très petite 
goutte de liquide posée sur un plan horizontal et libre à sa partie supé- 
rieune^ il raffira'^de supprimer le plan supérieur où Ton supposait que le 
liquide* venait se terminer, et de faire, conséquemment , r=^o. L'in- 
connue r sera remplacée par rinconnue A:, qui ne sera plus donnée 
comme précédemment, et qui représentera la hauteur du sommet 
de la goutte au-dessus du plan inférieur; à ce ^somnïet:, le piatr 
tangent, sera horixontal, et oi ogaLà zéro. Je aipposcnii l'angler»' 
aigu, de sorte qu'il s'agisse. par ^exemple^ d'une très < petite goutte 
de mercure noa oxîdé, .posée sur une plaque horiilovtaie de v«rre/ 
et.,qui sen^ cottveteîdans toutes la partie ^ 9i'eBt(!pa0>en contact; 
av^c le plata inférieur;: . 
,£n fiûaantof =stO)<dans/l& première équation; '(^), on'ViriK que €^ 
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le radical \/h* — r'* étant regardé comme une quantité positive. 
Il reste encore à déterminer h et /. Or, ei| faisant 

dans la seconde équation (g) , elle devient 

dans rétendue de cette int^rale, on peut prendre 

à cause qu'elle est divisée par a* ; on aura donc 

r''-Ar'sin«'=sî*i^lî^I^(A+ n/STZTÏ^); 
par conséquent la valeur approchée de r^ sera 

i 1 . ^ , 2A^ (l + C0« •') COS* m 

' 3a* sin m ' 

excepté lorsque cà* sera zéro ou très petit : dans le cas de a»' = o , 
par exemple , on aurait i 

En appelant c le rayon de la sphère équivalente au volume de la 
goutte de liquide , ou ^^ ce volume , la seconde ^nation (e) sera 
la même chose que 

D'après la valeur de z^ et en ayant égard au signe du radical qu'elle 
renferme , on a 
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+ fe-sr('^+^^*'-''")*' 
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taies du liquide sont très grandes par rapport à son épaisseur verti- 
cale. Je multiplie alors l'équation (by par dz , et j'intègre sqs deux 
membres ; ce qui donne 






(*) 



On n'ajoute pas de constante arbitraire^ parce qu'on suppose que l'in- 
tégrale contenue dans le second membre commence avec z , et qu'au 

point C, on a z = o et ^ = o. En vertu des équations (e) et Çd)f et 

en ayant ég^rd att sîgkie contraire à celui de dt, que le radical 

y I -f -^ doit avoir , sa valeur sera à l'extrémité supérieure 

de la courbe . et — • — l-r ^ l'extrémité inférieure : en ieé dèthl 
cos « 

points on Éhiii donc 



!à€eL 



r > 

— -7 = COS û) — I . • 



(0 



a4d'+ ^=i=c«*'-H, , ^ 



La variable t ëtafUt tfàs grande poor tdus les pôkits de la sur- ' 
face latérale du liquide, nous pourrons , dans une premièra approxi^ 
tnation , négliger ïes intégrales cfue contiennent ces trois éqnati<yiis. 
En résolvant la première par rapport à <&, on aura, de cette ma- 
nière / 

et comme > d'après l'équation {k) et le signe du radic4.\/i.+/^ 

le numérateur de cette formule eAtée Aièroè si^ qiM dl^> il d^dm 
considérer son dénomiefatéur léchnitaé Ui^ quantité pômiv^. OnfMMnrm 
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rapport à il, on pourra réduire l'équation précédente a 



^ w gfm*a* cosêi 

V — 7 , 



d'où l'on tire 



=«v/^ 



OOSi 



en appelant (/ le volume "Xm^k du liquide. 

Lorsque l'angle eo sera obtus, il faudra, pour que cette valeur de k 
soit réelle et que l'équilibre soit possible, que le plan supérieur, au 
lieu d'être chargé d'un poids donné, soit, au contraire, tiré de bas en 
haut, ce qui rendra ^ négatif; il faudra, par exemple, que ce plan 
soit suspendu au plateau d'une balance, et qu'on place le poids 4r 
dans l'autre plateau. Quand co sera aigu, le poids v devra agir dans 
le sens de la pesanteur, et sera alors une quantité positive. La dif- 
férence de ces deux cas tient a la figure du liquide, concave dans 
la première hypothèse, et convexe dans la seconde. La valeur de k 
variera, pour un même liquide et entre les mêmes plans, suivant la 
racine carrée du rapport du poids gfv du liquide à la charge positive 
ou négative. Il serait intéressant de vérifier ce résultat par l'expé- 
rience, en ayant soin de prendre la charge très grande, par rapport 
au poids du liquide, et la largeur du liquide aussi très grande rela- 
tivement à son épaisseur, sans quoi la formule précédente ne serait 
pas applicable. 

Si les deux plans ont été préalablement mouillés par le liquide , 
en sorte qu'on ait â»2=7r, et si l'on met — ^ au lieu de ^ , il en 
résultera 

^"" k • 

Ce sera la mesure de Tefiort qu'il faudra faire pour séparer ou écar- 
ter l'un de l'autre deux disques horizontaux, entre lesquels il existe 
une couche de liquide, d'une très petite épaisseur k et d'un très 

grand rayon m; la quantité j étant, à très peu près, la hauteur 

à laquelle le même liquide s'élèverait dans un tube vertical d'un 
i^yon égal k k. 

(io6). Supprimons actuellement le plan supérieur, supposons 
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Tangle cû' aigu^ et proposons -nous de déterminer la figure «d'une 
large goutte de mercure^ par exemple, posée s\ir un plan horizon- 
tal de verre. La hauteur A: du sommet de la goutte au-dessus de sa 
base sera inconnue ; nous la supposerons très petite par xapport . à 
sa largeur, maïs non plus, conune précédemment, par rapport à la 
constante a. 

Jusqu'à une petite distance du bord de la goutte, sa sur£ace sera. 
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2lt/a . al/ Va • . i i _• 
On «ii>mntiura 



^X. 



Il 



Apres avoir développe t(6 ^^ or*) ^ suivant les jmissanoes de j::*, on 

aura une suite d'intégrales de la forme je—'^x^dx, qui pourront 

s'étendre^ sans erreur s^isible, depttis zéno jusqu'à l'infiai, à cause 
de la grandeur de b, et dont on obtiendra ensuite facilement les va- 
leurs ; il en jrésultesa une série ordonnée suivant les puissances n^a- 
tives de b, qui sera très convergente , du moins dans les premiers 
termes. En s'arrètant au premier, et observant que 



on aura 



e 



«et , 'pal* 'Mmséqtiettt , 

r — 

Ce ^faTéquation idela surface de la goutte, à une grande distance 
de son sommet, pour laqueUe, cependant, le plan tangent soit encore 
très peu incliné. 

Au-delà de cette distance, j'emploierai, pour déterminer la courbe 
du liquide, l'équation (A:), de laquelle je retrancherai la première 
équation (î). IBo mettant pour ^ sa valeur, et faisant coso^ss i, il 
en résultera 
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ea même temps et doivent coindder pour les pointa qui répondent 
à des coordonnées t et z très peu différentes de / et a. Or, en né- 
gligeant le carré de a — z' dans l'équation (n), faisant, pour abréger, 



€/• 



et obsei^yant que « + ~* diffère très peu de a, comme on le verra tout 



f* 



à l'heure, cette équation devient 

OU, ce qui est la même chose, 

a H Z = — ^-p^ e 

D'un autre côté, pour des valeurs de t très pev différentes de / ou de 
i\ l'équation (m) peut être remplacée par celle-ci : 

«H — — zs 

pour qu'elle coïuciâe avec la précédente, il faudra donc et il suf- 
fira qu'on ait . 







_ « 



f 



ce qui fait déjà connaître le rayon de courbure ft. 

Si l'on met dans la première équation (i), au lieu de €, sa valeur,, 
et qu'on y fasse cos c» s=s i, il vient 






On peut négliger la partie de cettç intégrale qui répond aux points 
de la surface où le plan tangeitt est très peu incliné ; dans l'autre 
partie, ojQ peut aussi mettre simplçmei^t V afA lieja de /; elle s'é* 
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tendra ensuite depuis z = o jusqu'à une valeur de z très peu dif* 
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la moitié pour la valeur de / ; qoaad soq poids oa son volame sera 
donné, on ea déduira /au moyen de la seconde équation (e)^ ou, 
plus simplement, au moyen de celle qu'on obtient en retranchant 
les équations (g) l'une de Tautre; ce qui donne 



tr (Jt4- -)r"=P4- 'TW/fiin m'. 



en appelant t^ le volume de la goutte, faisant r = o, et mettant 
pour 6 sa valeur : r^ est ici la valeur de t qui répond à z= — a', 
en sorte que l'on a, à très peu près, 



r'= / -f- a v/2 sin -r «^ • 






L'équation précédente devient aussi , à très peu près, 
^'a\/3COsiai'=i;+9raVr sin«' T"O""^*"4^0n ' ^'^^ 

en vertu de la formule (o). Elle donnera la valeur de H, et, par 
suite, celle de /, lorsque les valeurs numériques de p, â>', a, seront 
connues. 

(108). M. Gay-Lussac a trouvé 

k = 5»»,578, 

pour la hauteur d'une goutte de mercure posée sur un plan de verre; 
le rayon étant 

l = 5o"", 

et la température i2%8. D'après le n* 76, on a 

ô' cos '/ = 4^5746, 

lètre pour unité. Si 
er terme I on aura 
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On aura , en même temps , 

a = 2,6146, f=:5i,o85; 

et, à cause de l'exponentielle e '^ , la quantité - sera tout-à-fait 

insensible. Cela étant, si l'on supprime le deuxième terme de la 
formule (o), et qv^e l'on mette dans le troisième ce$ valeurs appro- 
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Poidf en grammes. * Haoïean en millimèlret. 

1,187 ••• ^'9^ 

o,8i5 ^,80 

0,667 M' 

0,307 2,52 

o,!i55 :2,T9 

0,095 1,78 

o,o59 1 ,60 

o,o5i 1,38. 

Dans toutes ces mesures, faites k la température oi*dinaire, M. Gay- 
Lussac a remarqué que l'angle compris entre la surface inférieure de 
la goutte et son image dans le yerre qui la supporte, était très sensi- 
blement un angle droit; ce qui donnerait û>' = 45**. 

Ces hauteurs croissent de moins en moins à mesure que les poids, 
et, par conséquent, les largeurs deviennent plus considérables; mais 
la formule (o) montre de plus que quand le diamètre est devenu 
très grand, lés hauteurs finissent par décroître avant de par^nir à' 
une grandeur constante, qui sera exprimée par le premier terme 
" de cette formule. Dans le cas du mercure, cette hauteur extrême 
est 3"",55i8 : ce serait la hauteur d'une goutte de ce liquide dont 
on regarderait le diamètre comme infini. 

Si Ton veut appliquer les formules du n" 107 à la première de 
ces mesures, il faudra prendre 



^=^^7^43^ = 444,07, 



9435 

pour le volume de la goutte, exprimé en millimètres cubes. Au moyen 
de cette valeur et de celles de a et 6 ou cos a>', l'équation (/>) donne 

/=6""»,8687. 
On aura ensuite 

/=7«»,i097, f^= i6'»»,i4, 
pour le demi-diamètre et le rayon de courbure de la goutte; et si l'on 
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le tube, on empioieM Téquatioo (A), qm dcrieMlitt 



_^ (jt*— 1>) _ I f <fc 



w 



en faisant commencer l'intégrale à ^asA, €t obflervant qu'on a 

-^sso pour cette valeur de z. Cette intégrale sera une quantité 

très petite^ que noua négligerons, ainsi que le tenpe divisé par >% 
en intégrant cette équation. On aura alora 



a* — z* = 



V' + W' 



Le radical est positif dans toute l'étendue de la surface ; on a donc 
z* < a* ; on aura aussi 

et comme dz est de même signe que z, et que di est positif, il fau^ 
dra , par conséquent, regarder comme positif ce nouveau radical. En 
intégrant, il vient 

l étant le demi-diamètre du tube, et c la valeur de z qui répond à 
^=:Z, laquelle sera de même signe que z. Pour les points dont l'or* 
donnée z est très petite par rapport à a, cette équation donnera 

z= ^^^Ki e -* , 

en négligeant le carré de is , et faisant, pour abréger, 
f =/ + Vm? — V'aa* — cV 
CeU posé, fSk Ton coaqpm celte expressioni de iz ii le précédettl»^ 
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en négligeant A*. On aura donc 

et en faisant 

et négligeant les termes divisés par l^, on en déduit 

c =r a v/2 sîn fl -f- XT^^-H (i — cos^ fl). (r) 

Cette valeur de c sera de jnéme signe que d> c'est-à-dii*e positive ou 
négative, selon que (o sera obtus ou aigu. Son premier terme coïn- 
cide, comme cela doit être, avec l'élévation du liquide le long d'un 
plan vertical, qui a été désigné par l dans le n* gi« Il suflira de le 
substituer dans Teippression de h , qui deviendra 

I 4- 008 6 ^ V / 

et Ton aura, en même temps, 

r = Z + ( I — ços ô) a v/â • 

(ni). Dans le cas du mercure et d'un tube de verre, on aura 

ô =» — 22° i5', a = a™,5546, 

et la formule (r), réduite à son premier terme, donnera 

c = — i»»,368o. 

Abstraction faite du signe , ce sera la hauteur de la partie sensible- 
ment plane du mercure contenu dans un. vase cylindrique et ver- 
tical, d'un diamètre extrêmement grand par rapport à a, au-dessus 
de l'intersection de sa surface avec la paroi du vase. M. Gray-Lussac 
a trouvé i",455 pour cette hauteur; la petite différence o^'',o87 peut 
être due, en partie, au second terme de la formule (r) que nous 
avons négligé, faute de connaître le diamètre du vase, ou la va- 
i» leur de 2/. 

Dans le cas d'un tube préalablement mouillé par le liquide qu'il 
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contient, on aura 

a> = i8o*, fl = 45% 

et la formule (r) deviendra 

c =:a + g (2 V'a — i) j. 

Elle exprimera la hauteur à laquelle le liquide s'élève, au-dessus de 
son niveau naturel, le long des parois verticales d'un tube ou d'un 
vase dont le demi-diamètre est suppose très grand par rapport à a. Si 
le liquide déborde le vase, cette valeur dq c exprimera aussi la plus 
grande hauteur à laquelle le liquide pourra s'élever au-dessus du 
bord supérieur, en prenant pour / le rayon de la surface extérieure 
du vase. Comme l'exponentielle contenue dans fa formule (s) décroit 
beaucoup plus rapidement que le second terme de la formule (r) , à 
mesure que / augmente de plus en plus, il en résulte c[ue la courbure 
du vase peut encore influer sensiblement sur Télévation du liquide 
près de sa paroi*, et n'avoir plus aucune influence appréciable sur la 
partie centrale du liquide. Dans le cas de l'eau , la valeur précédente 
de c, réduite à son premier terme, s^étève a près de 4 millimètres. 

Pour comparer la formule {s} a l'observation, je prends la hauteur 
de l'alcohol dans un tube mouillé de ce liquide et dont le rayon 
était 

A la température de !&", et la densité du liquide étant 0,813467^-^^ 
celle de l'eau , M. Gay-'Lussac a trouvé 

h = o"^5855, 

pour l'élévatious du point le plus bas au - dessus du niveau exté- 
rieur. Or, dans un tube capillaire préalablemeq,^ humecté, et dont 
le rayon est o'"'°,647^9 M. Gay-Lussac a aussi trouvé que le même 
alcohol s'élève à une hauteur de g'^yiSâS. En mettant ces valeurs 
à l,a plaç<e de a et A dans la formule du n"" 56, on en conclut 

n = 3">»,4655, 

pour la consente relative à cet alcôhol. Je substitue cette valeur et 

29 
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celle de / dans la forfonnle {s) j j'jr fais en méaie temfi» 

siu = cos 6 = -7^ : 
il en résulte d'abord 

et ensuite 

* = o«^5744; 

ce (jui ne diffère pas de robseryatîon de o*"",©! . 

(i 12). Maintenant^ supposons , comme dans le n"" 85, qu'un disque 
circulaire horizontal et suspendu au plateau d'i^ne balance, soit d'abord 
mis ça ^contact fivec un liquide, et qu'on le soulève ensuite gradueir 
lement, en augmentant, par de petites parties, le poids placé dans 
l'autre. plateau. Le liquide s'élèyef^a en même temps, jusqu'à uufi cer-* 
taine b^x^teur, pour laquelle il.se détachera du jdisque, et reprendra 
son niveau naturel. Désignons par A ji'excès du poids placé dans Le 
second plateau, sur le poids dif disque, quand Jia ba&ç du 4îsque fM 
à une hauteur k au-dessus du niveau du liquide. Si le disque n'est fu«- 
cuneavent*plongé dans le liquide, et que leur surface de contact soit 
la base entière du disque, nops aurons, d'après l'équatioii (8) 4u nu- 
méro cité, 

^ = '^gf^^ — wgfra^ cos (i + «) î (0 

r étant le rayon du disque, vrgfkr* le poids d'un cylindre du liquide 
qm a pour base celle du disque et k pour hauteur, «• la constante 
relative à la matière du liquide, et œ Tangle donné qui dépend de 
celte matière et de celle du disque. Quant à l'angle i, il exprime 
l'inclinaison sur un plan horizontal de Ja normale OK (fig. ai), à 
la surface DOB de l'arête vive qui termine la biee du disque , la« 
quelle normale eist, menée de dehors en dedans du disque par un 
point du contour supérieur du li<]uide. Il est le même pour tous 
les points de ce. contour; mais quoique la courbe DOB soit ex- 
trêmement petite, et que le raycm r^u point puisse être regardé 
comme constant dans toute l'étendue de DOB, cependant, l'angle i 
varie depuis zéro jusqu'à 90*, avec là position du point sur celte 
courbe : il ^st zéro, lorsque Iç pqjnt atteint on 3urpMS^. son «qirr 
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«réalité rapiéiitute &, é*ett-à-^îi^ lortcpie lé KqtiMe s^Aendjusqù'k 
Ift partie cjrKudr^ué' et ierticàle de là surface du dîs<^uè; îi est un 
angle droit, quand le point coïncide avec Féittreniîtë inférieure B 
de l'arête vive, ou bien encore, si le liquide se terminait à la base 
du disque, en-deçà dé sa circonférence, auquel cas le rayon r pour- 
rait avoir une grandeur quelconque, moindre que le rayon de cette 
circonférence. L'angle û), au contraire, ne variera pas avec la posi- 
tion de ; ce sera Fangle KON , en supposant que ON soit la normale 
extérieure à la surface latérale AO' du liquide j il pourra être aigu ou 
obtus, selon la matière du liquide et du disque : on aura tou- 
jours û»=^, quand le disque a\ira été préalablement mouillé par 
le liquide. 

La surface latérale du liquide sera une surface de révolution , 
asymptotique de son niveau naturel FG^ et ayant pour afre la verti- 
cale CH menée par le centre G de k base dir disque. &i Vangle (û 
est aigu, comme dans le' cas dm mercvire et' d'undi^ue de verre, 
le liquide sera tonveate, tant qu'il' s'élèvera au^dclsdUs dit' point D 
de Taré te vive. Dès qu'en soulevant le disque cette arête atteindra 
la surface du liquide, Fangle ca-^i augmentant, la convexité du li- 
quide diminuera de plus éti plus ; sa surface sera plane et la niême 
<^ê^son' niveau naturel, lorsque i-f-â) sera un angle' droit', où / 
cômplén^ent de û». Le disque Continuant de s'élever, et' 1 angle i 
d'augmenter, le liquide deviendra concave, et sa concavité aûgnAen- 
tera de plus en plus, jusqu'à ce que le point B de l'arête vive ait 
atteint la surface latérale du* liquide, et que 1 soit- devenu un angle 
droit. Cette surface, dari^ le cas de cû aigu, tournera Sa convexité ou 
sa concavité par en haut, dans toute son étendue, et son rayon croî- 
tra continuellement depuis la* ba^e du disque jusqti'au liîVeau'du li- 
quide. Dans le cas de cd obtus, le liquide sera toujours concave; Ta 
courbe OA tournera sa concavité par en haut, et son rayon croîtra 
depuis le disque jusqu'au niveai^ du liquida,- tant que le li()uidG sera 
au-dessus de* l'extrémité supérieure D de l'arête vive ; il en sera en- 
core de même lorsqu'en soulevant le disque, l'arête vive aura atteint 
la surface du liquide , et que cependant 1 -f- a> sera moindre que çr ; 
mais dès que i-^co aura dépassé deux angles droits, il se formera un 
rétrécissement de la surface latérale du liquide. La dôurbe OA tour- 

29.. 
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nera sa concavité par en bas, depuis sop extrémitë supérieure jus^ 
qu'en un certain point M, et par en haut, depuis M jusqu'au niveau 
du liquide ; et le plus petit rayon de cette surfaice aura lieu au 
point M. 

Cela pose^ il s agira de déterminer, pour un angle donné i, la 
valeur de k, et par suite celle du poids A dont le maximum répcm- 
dra à l'instant où le liquide se détacbera du disque. 

(il 3). Four cela, reprenons l'équation de la surface capillaire de 
révolution, ou de sa génératrice, savoir : 



( 



d^^JV "" aV dt as f s 



dans ]a<]fuelle t exprimera la distance d'un point quelconque de la 
courbe AO à l'axe CH, et z la distance de ce même point au plan F6, 
positive pu négative, selon que la courbe AO sera située au-dessus ou 
au-dessous de ce plan. D'après la règle suivant laquelle on doit déter- 
miner le signe du radical v/ ^ + -^a (i^* 49)* ^ ^^^^ positif dans toute 
l'étendue de cette courbe, excepté depuis jusqu'à M, quand ce 
point M existera, ou, autrement dit, il sera constamment de signe 
contraire k dt, en regardant dz comme étant de même signe que z. 
Au point , qui répond à ^=:retjz = A:, on aura, en outre , 

dz 

= =: sin (i -4- cû) , — . = cos (/ -f- cù) ; 






par conséquent, l'équation (a) pourra être remplacée par Tune ou 
l'autre de celles-ci : 









dx 



(5) 



v/ 



« + 



= — roos (i + ») B= -Jztdt, 



rfi* 
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«n supposant que les intégrales contenues dans leurs seconds mem- 
bres s'évanouissent quand z =.A ou t = r. 

Je supposerai que le rayon r du disque soit très grand par rapport 
à la constante a relative à la matière du liquide ; la variable t sera 
aussi très grande; et^ cela étant, je ferai usage de la première équa- 
tion (5). Si l'on y feit 

et si l'on observe qu'on a en même temps t=co , z=:o, ^ =50, il 
en résultera 

3 8in-.--=l / > (4) 

pour l'équation d'où dépendra la valeur de k. 

Dans une première approximation ^ je néglige son second membre 
et celui de la première équation (5). En retranchant l'une de l'autre, 
on aura 

d'où Ton tire 

/, + g '■■ .,/».-.•', 

en regardant le radical \/2a^ — z' comme une quantité positive. La 
valeur de t qui résultera de l'intégration pourra s'écrire ainsi : 

en faisant, pour abréger, 

et observaDt que t^sr quand z=sk. 
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On auta^ en même temps, 

ksssa y/a sîn v. 

Le maximum de oëtfé quantité i^'pondra à i=:~^ et sera égal )i 

a V/s sîi^ ' «• Le point M répondant i ^ = oo , d( Mra sob ordon* 

née. Pour qne ce point existe, il suffira et il sera nécessaire qu'elle 
soit moindre que la valeur de A: ; ce qui aura lieu lorsque l'angle c» 
sera oBtus, ainsi que nous FâVons dit précédemment. En appelant ^ 
la distance du point M à la base du disque , quand elle est le plus 
élevée, on aura 

cTssaT V^asin-o^ — 1\ 

Soit aussi r — /sa distance à Taxe CH, ou la valeur de t qui ré- 
pond i j^±B3rt ef *^dP>/^sini7*î il en résultera 



/:^a(i— \/acosi«)— -^ log 



(iH-i/â)sin -m 



a 



^ "* I + 008 -« 

2 

pour le rétrécissement du liquide au point M. Lorsque^ le dtsqoe a 
été préalablement mouillé par le liquide , on a â> = tr , et sim- 
plement 

•*<r = a(V^-i), / = a-^log(i4-V/â). 

S'il s'agit de 1 eau,' par exemple, ces quantités seront 
cT = ï ""',6108 , r' = I ™,643 1 , 

d'après la valeur de a du n"* 56. 

Ces expressions de A:, cT, r', sont celles qui auraient lieu à la 
limite où le rayon rdu disque serait considéré comme infini; mais 
pour comparer la formule (1) à l^xpérience, il sera nécessaire d'/ 
substituer une valeur plu6 approchée de k. 

(114). En retranchant l'équation (4) deik promit équation (5), 
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nous aurom» 4liW HQ^ MOOnde appfoxiaaalioiiy 



\/-^% 






l'intégrale commençant avec z. En négligeant son carré, on déduira 
de cette équation 



dz 






et si l'on feit, pour abréger. 



l'ëquation (4) deviendra 

A» — atf»8mV + K4-K's=q. (5) 

La quantité ^ étant très petite par rapport à t^, je déyeloppe sous 
les signes / suivant les puissances de Ç; ce qui donne 

Z= ^[aa» V^ — (2«« — a')' j H- etc. , 

K=— iy^*prf.(2a'— z*)* - // 7^\/aa« — z- rfz + etc. , 

En intégrant par partie, de manière que l'intégrale s'éyanouisse avec 

f jrf.(2a'— »•)• = ? [(art' — 2')*— art* yâ] 



iB, on a 
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J'opèi*e de même sur les autres intégrales contenues dans K et K'; 
je fais ensuite zssk et t':=r, puis je néglige les termes divisés 
par H : il en résulte 

K = ^ [aflVâ — (30* — *•)•] 
D'après la valeur de ^^ on a 

/;CW5H^<&= îî^VS^-*-- ^ + ^- - i *. 

gj/a r* [ag^ j/ 2 — ( stf* — g*) »] gA 
6 J o (g v/â + v'ag* _ jB*) i/ag* — «•' 

Après avoir substitué cette expression dans celle de K , si l'on ajoute 
les valeurs de K et K', on trouve que les termes divisés par r* se 
détruisent , et Ton a simplement 

K-f K' = ^ [aa^ \/2 — (2a- — *•)•]. 
L équation (5) devient donc 

k^^2a^ sîn» i' + ^ [aa« V'â — (aa* — k^f] =? o , 
et Ton peut la remplacer par celle-ci : 

*• = aa'sm* V jr_(,_cos» i;) (^i ^ ) , (6) 

à cause que l'on néglige les termes divisés par r'. 

(11 5). Pour chaque valeur de l'angle 9, cette équation fera.co^** 
naitre la valeur de k qu'il s'agissait d'obtenir. Le rayon r étant très 
grand par rapport à a, le maximum de k, relativement à l'angle i, 

répondra à la plus grande valeur de i^, laquelle a lieu quand i=z-^; 
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par conséquent 9 on obtiendra ce maxinumi en faisant (^ = - û) dans 

l'équation précédente. 

La plus grande valenr de A aura aussi lieu quand £ =s -^tt; c'est 

donc à l'instant où son extrémité supérieure atteint l'extrémité 
inférieure B de l'arête vive qui termine le disque ^ que le liquide 
commence à se détacher. Si l'on appelle p la valeur correspondante 
de A I et m le poids d'un centimètre cube du liquide^ on aura, 
d'après Téquation (i) , 

p =s Trmkr^ -H fCma^r sin a» j (7) 

formule qui suppose les lignes a, r, k, exprimées en centimètres, 
et dans laquelle on mettra pour k sa valeur maxima, déterminée 
comme on vient de le dire. 

Si le disque a été préalablement mouillé dans toute son étendue 
par le liquide, en sorte qu^on ait cûzss'tc^ le second terme de cette 
formule s'évanouira, et le poids p, qui est celui du liquide soulevé 
au-dessus de son niveau naturel, sera le poids d'un cylindre du même 
liquide qui aurait pour base celle du disque, et pour hauteur l'é- 
lévation du disque au-dessus de ce niveau ; ce qui tient à ce que 
le volume du liquide soulevé qui est situé en-dehors de ce cylindre, 
compense exactement le rétrécissement du liquide situé au-dessous 
du disque. Dans ce même cas, l'équation (6) donne 

* = «V/â-^, (8) 

en négligeant toujours les termes divisés par r', et la formule (7) 
devient 

;j = 7nîi(ai*\/â — Ç). (9) 

(116). Appliquons maintenant ces différentes formules aux expe« 
riences de M. Gay-Lussac qui sont citées dans la Mécanique céleste. 
Elles ont toutes été faites avec un disque dont le rayon était 

r = 5^"»,9i83, 

et à une température d'à peu près 8%5. L'auteur a vérifié que la 

5o 
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matière du disque n'a aucune influenee, quand il a été préalahleinent 
mouillé par le liquide. 
Dans le cas de Teau ^ on a 

asso^"», 38888, 

et l'on peut prendre un gramme pour m, à cause que la température 
s'écarte peu de celle du maximum de densité. La formule (g) donne alors 

p = 59^1568, 

et, suivant l'observation, ce poids est 5g^f4^. 

M. Gay-Lussac a détermine. le poids p pour- trois alcohols différens 
dont les densités étaient 

0,81961, 0,85950, o,94i53; :^ 

celle de l'eau étant prise pour unité. Dans un tube capillaire dont 
le rayon u était 

a = o^ ,0647a , 

les hauteurs h auxquelles ces mêmes liquides se sont élevés au-dessus 
du niveau extérieur ont été 

A s= 0*^,918^5, A=o«»,95oo8, ^ == o^™, 99975. 

Au moyen de la formule du n"" 56, on en conclut 

a=o^"ia4655, tf sas o«n, 24837, asro«»,257o5, 

pour les valeurs correspondantes de la constante a. Cela étant , on 
aura, d'après la formule (9), 

/>=:5i«,l57, /J=: 528,878, ^=î: 57^,275, 

et l'observation a donné 

;j = 5i«,o8, />s=5a ,87, /> = 57?,i5. 

De'lliuile de térébenthine, dont la densité était 0,86946 de celle 
de Teau , s'est élevée dans ttf tube du rayon a à une hauteur h au- 
dessus de son niveau, égale à o^,g95r6. Il en résulte, d'après 
la formule du n* 56, / 

, . . a ,zss o«», 25645. 



Digitized by 



Google 



DE L'ACTION CAPILLAmE. a55 

En Tertu de U .formule (9)^ on «ura ' 

/> = 54«,543, 

et, suivant Tobservation / ce poids est 5^, 104* 

Dans ces cinq expériences, la Talenr de p obsenrée s'accoitle^ 
comme on voit, d'une manière très satlsfiiisanle avec sa valeur cal^ 
culée; cependant, on peut remarquer que celle-ci surpasse toujours 
un peu l'autre; ce qui semblerait indiquer que les différens liquides 
se sont détachés du disque un peu avant que te poids que j'ai, appelé 
A ait atteint son maximum pi et, en effet, on conçoit que l'équilibre 
de chaque liquide étant très peu stable près de ce maximum^ des 
causes accidentelles, par exemple, de légères agitations, peuvent faci* 
lement en amener la rupture. 

Quoique les hauteurs maxima du disque n'aient pas été mesurées , 
il est bon d'en donner les valeurs déduites de la formule (8). Dans 
l'ordre des cinq expériences, ces valeurs sont 

k = o^^» ,54145, 

k = o««, 345^4, 

k = o<^°^, 54763, 

k = o««,55977, 

A: = o<^«*,55897. 

Relativement au mercure non oxidé, en contact avec un disque de 
verre ou d'une autre matière, pourvu que ce disque soit recouvert' 
d'une couche d'humidité aussi mince qu'on voudra, on a (n* 108) 

a = o*^"^5547> ^==:-^£^=s 22*45'. 

Au moyen de ces valeurs et de celle de r, l'équation (6) donne 

A sa O*^», 13773, ' 

pour l'élévation du disque à l'instant où le liquide commence à 
s'en détacher. Pour calculer le poids correspondant p, exprimé en 
grammes, on prendra 

77» . 

3o.. 
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k la température de 8%5; et, en vertu de la formule (7), on aura 

Avec le même disque, d'un rayon ëgal à 5 <^ ,91 83, M. Gay- 
Lussac n'a pas trouvé constamment la même valeur de p* En £sii« 
saut croître très lentement le poids empl<^é à soulever le disque, 
le poids total, à l'instant de la séparation du liquide, s'est élevé 
depuis i58 grammes jusqu'à 296 grammes. Les valeurs de p moin- 
dres que le maximum donné par le calcul, peuvent s'expliquer par 
l'instabilité de l'équilibre du mercure. Quant à celles qui sont plus 
grandes, on peut les attribuer à la même cause qui donne lieu à 
des élévations ou des dépressions très différentes dans un tube ca- 
pillaire, excepté lorsqu'il a été préalablement mouillé par le li- 
quide, ou bien, lorsqu'il n'exerce aucune attraction sur la matière 
du liquide (n* 6a). Il est possible, en effet, qu'à raison des irré- 
gularités de l'arête vive qui termine la base du disque, l'angle /, 
au lieu d'être droit, comme nous l'avons supposé, à Textrémité in- 
férieure de cette arête, soit obtus dans une partie de son con- 
tour ; ce qui augmenterait le maximum de la quantité A déterminée 
par la formule (i). 

D'après la remarque de M. Duloog (n* yS), l'angle (à augmente 
et peut même deven^ obtus, quand le mercure renferme une pe- 
tite proportion d'oxide. Le maximum de A augmenterait en même 
temps; et il suffirait que, pour cette cause, l'angle » fCit de 60^ 
pour que ce maximum atteignit le plus grand poids observé par 
M. Gay-Lussac. 

(ii7).*^i l'on remplace le disque par un cylindre .vertical d'un 
très, petit diamètre, l'équation (i) fera encore connaître le poids A 
qui i^épond à une hauteur k de la base du cylindre au-dessus du 
niveau du liquide; /nais l'expression de k en fonction de l'angle /, 
ne sera plus la même que précédemment , et sa détermination sera 
plu^ difficile. 

Nous supposerons le rayon r du cylindre très petit par rapport 
à la constante a ; et, pour de semblables valeurs de t , nous em- 
ploierons la seconde équation (3), dont nous négligerons le se- 
cond membre , dans une première approximation. On en déduira 
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alors 

en faisant {-{-tf=s^, et observant qu'on a zssk quand ts=:r. On 
pourra y si l'on yeut^ pousser plus loin l'approximation; mais nous 
nous arrêterons à cette valeur de z; et l'ëquàtion (10) sera celle de 
la surface du liquide près du cylindre. 

A la distance où le plan tangent est très peu indiné, on réduira 
l'équation (a) a la forme linéaire, savoir : 

Pour y satisfaire par une valeur de z qui devienne insensible pour de 
grandes valeurs de ^, on prendra 






e étant la base des logarithmes népériens, et a une constante ar- 
bitraire. On aura, en effet, 

en intégrant par partie, on a 



J o ^ l/i + fl* t\/âJ o • * 



/HT- 



au moyen de quoi tes valeurs d® ^^ 5"» ^> rendent identique l'é- 
quation (11). D'après la manière dont nous avons déjà satis£adt à 
cette même équation (n* 107), on peut remarquer que son inté- 
grale complète est 
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(L et € désignant les deux ooiistantes arbitraires. £d faisant 

et observant que les limites fl = o et 9 = <» , répondent à jc = i 
et or =: 00 , l'intégrale particulière dont nous voulons faire usage 
deviendra plus simplement 



;=«re"^»('*y^. (.3) 



Les équations (lo) et (1:2) représenteront la courbe OA du liquide 
dans toute son étendue ; ^Ues devront coïncider pour des valeurs de t 
très petites par rapport à a, comme le suppose l'équation (10), et ce* 
pendant très grandes par rapport à r, afin que la tangente à la courbe 
OA soit très peu inclinée^ ainsi que l'exige l'équation (i^). C'est 
d'aprèa cette cpndition que nous allons déterminer les deux eon9- 
tantes Ar et a contenues dans ces formules. 

(118). Si nous faisons 

l'équation (la) pourra s'écrire ainsi ; 



=*/.' 



X 



La fraction - étant très petite dans toute l'étendue de cette inté«* 

grale^ on pourra développer, en série convergente, la seconde ex- 
ponentielle contenue sous le sSgne /; ou aura, de cette manière, 

Par des intégrations par partie, on réduira toutes ces intégrales à la 
première; et si l'on fait 



/. 



'^ doc 

X ' 
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il en rësaltera v 

zi=pap^j+i^-4-iw*-f. etc. ) 

'^aue-'^Çi — T^ + ^gM*— etc.\ 
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et, par conséquent, 

A: = -rc084>(logji:|^^-c). (t5) 

En faisant Î3= o ou ^a=s â» dans cette formule , elle exprimera Yélé- 
vation ou la dépression d'un liquide le long^d'un cylindre dont le dia- 
mètre est très petit; et l'on voit que cette quantité, contrairement à 
ce qui a lieu dans l'intérieur d'un tube capillaire, diminuera de plus 
en plus avec le diamètre. Lorsque le cylindre aura été préalablement 
mouillé par le liquide, on aura 9 =: 'TT et 

Si l'on substitue la formule (i3) à la place de k dans l'équa* 
tion (i), on aura 

A cause que r est supposé très petit par rapport ka^le maximum de 
cette quantité répondra à (p=s=:^ ou î=:7r-— e», lorsque Tangle €$ 

sera obtus, et è i = '^, quand il sera aigu. Ainsi, dans le premier 

cas, le liquide se détachera du cylindre lorsque son extrémité sera 
parvenue au point de l'arête DB, pour lequel l'angle i est supplé*- 
ment de l'angle donné ai; et, danf le second cas, il ne se détachera 
que quand le point aura atteint l'extrémité inférieure B de cette 
arête. 

Si le cylindre est mouillé par le liquide, c'est-à-dire si l'on a 
ûi s=s ^ , la valeur de i qui répond au maximum de A sera zéro ; le 
liquide se détachera du cylindre dès que le point atteindra l'ex- 
trémité supérieure D de l'arête DB; et si l'on appelle q ce maximum, 
ou le poids nécessaire pour séparer le cylindre du liquide , on aura 

ç = 5rmr[i-(logî^^-c) + a*], (14) , 

en désignant par m le poids d'un centimètre cube du liquide, et 
supposant les lignes r et a exprimées en centimètres. 
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(i ng). Pour que ces diffëreùtes fonnules soient suffisamment uppto- 

chees, il faudra que le rapport - soit une fraction peu considérable. 

Voici deux expériences que M. Gay-Lussac a faites sur l'adhésion 
de leau à la base d'un cylindre vertical, dont la première satis- 
fait beaucoup mieux que la seconde à cette condition. 

Le diamètre du cylindre étant o«=",a68, et la température i6^, 
îl^ a trouvé pour le poids qui soulevait le cylindre à l'instant de la 
séparation du liquidci différentes valeurs comprises depuis 08,066 jus- 
qu'à 0^^,07:2; en sorte qu'on peut prendre ce dernier nombre pour 
le maximum donné par l'expérience. Or, «1 faisant 

r ss o<^", 1 54 , a = o«",58854 , 

dans la formule (14)9 ^Ue donne 

î = 0^,07499, 

pour ce maximum; ce qui ne diffère que de ob^ooS. 

Dans la seconde expérience, £aiite à la même température^ le cy<^ 
lindre avait un diamètre de ù^^^S'jS. M. Gay-Lussac a jugé que le 
poids nécessaire pour le détacher de l'eau était compris entre oK,a3o 
et o8,:i55. En mettant dans la formule (14) la valeur précédente de a, 
et o^"',28g au lieu de r, on trouve 

9 = 08,1945; 

résultat qui^ifiere de l'observation d'environ un sixième de l'incon* 
nue ; ce qu'on peut attribuer à ce que le rapport -, au lieu d'être 

très petit, s'élève à environ j. • • 

(lao). Occupons -nous maintenant d'un problème relatif à deux 
liquides en partie superposés, dont la solution n'avait pas^ enc<Nre 
été donnée, et qui présente une application particulière des prin* 
cipes de cette théorie. 

Supposons qu'on ait versé sur un liquide, sur du mercure, par 
exemple, une large goutte d'un autre liquide; et proposons -nous 
de déterminer la figure de cette goutte et la siirfiure du mercure. 

Si 
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5'a|i|^l«ai;>po«t abt^égM*^ 8 ia f>af^ de cette stsrftpce qui-ûW 
pas en contact avec la goutte. S' la partie de la surface de la gotttte 
non en contact avec le mercure^ S\ la portion de surface com- 
mune au mercure et a la goutte. Ces trois surfaces auront un même 
axe vertical; près de la goutte^ S tournera sa convexité par en haut, 
et deviendra plàiie à une distance peu considérable; S, sera cou- 
cave par en liant. Dans toute son étendue, la ^gotlfle' sera convexe.; 
elle tournera sa convexité par eïi bas depuis soâ contact avec le mer- 
cure jusqu'à sa plus gratide section liOrizôntalé, et par en baut, de- 
puis cette section jusqu^à sou Commet. 

Si l'on désigne par i' la distance d'un point quelconque de l'une 
de ces surfaces à leur axe commun ; que l'on compte les coordon- 
nées verticales en sens contraire de la pesanteur et à partir du niveau 
du mercure, qui est la partie plane de S; et que l'on désigne par z, 
Zt, z', les ordonnées respectives d'un point quelconque de S, S,, S% 
leurs équations seront (n** 39 et 3o) 



s 



H et H' étant les constantes relatives au mercure et à la matière de 
la t^ouitte^ Gr une troisième Qâ&stanle ^ui idépendrit de la matièi^ des 
deuK liquides, p et p' leurs densités, c une constante arbitraire, et 
g la gravité. Lés radicaux contenus dans les seconds membres des 
dtux premières équations seront positifs; celui que renferme le se- 
cond membre de la dernière sera positif dans la partie supérieure 
de la goutte, et négatif dâtis la partie inKHetire; en^orte que si 
Ton représente par' /• le Yajnon de conlotir'dii'S, , et par / celui de 
la plus grande section botizotitafle'âé la goutte, ou ^n demî-dia- 

mètre ^ ce radical xJ 1+.^ sera positif depuis ^=0 jusqu'à t=l, 

et «négatif depuis tx=zi fmtjtia tasr. 
Outfié ées t^otiéqufttioDs; il if «n«Ura deux autres tqvi a'mvoedt tieu 



îC 
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que pour le contour de S|. Pour les former, spit^ 3ÂCD (fig. ;ipi). upf^ 
section de la surface de la goutte^ par un plan passant par son axe CB; 
et supposons que la partie DCA. appartienne à S^^ et la partie DBA à 
S|. Soient aussi DG et AF les sections de la surface du mercure par le 
même plan vèrtical.^Erçnons sur DBA deux poipts et O*, et sur DG 
et AC des points M et M', tels que et M soient situés à des distances 
insensibles de D, et 0^ et M^ à des distances insensibles de A. IWns 
les portions de courbe ODM et O'AM', l'inclinaison de la tangente va- 
riera très i!tapidem^nt, et eU^ ne seront pas comprises daiis les^équa- 
«bos (4i)k Nous supposerons que 0|t M> O', I^^^, soient les .ei^i:eq[jiJlé3 
da €6$^ iyHlri>e9 pafitiçi^^ières^ ou, ftutrea^ent dit^ nous supposerons 
que» I9& di^tan|:e^ insensibles OD, IVIP, O'A^ M'A^ ^urpa^^entj j;çp^n- 
dant^ les raj^ons d'activité mplécuUire di; jpiercure et de la gpi]|tte« 
Cela posé, par les points et 0' je mène les tangentes OT et O'T' à- 
la courbe DBA; par les point» M et M', j'abaisse sur ces droites les 
perpendiculaires MK et M'K',. et j'élève les normales MN ^t.M'N' fiux 
courbes GD et CA. En appelant cû et o/ les angles aigus KMN et 
K'M'N', ces angles seront donnés et dépendront de la matière de la 
goutte et de celle du liquide inférieur, qu'on suppose être le merpiue, 
C^ angles seront ceux qui se conclueraient de la dépression de l'un 
des liqmidès, dans un tube qui serait formé, de ht matière de Fautre 
liquide. Ainsi, l'angle cû sera de 4^^3o' dans le cas d'une goutte 
d'eau, et un peu moindre, d'après ce qu'on a ru dans le n« 74 /'^^^ 
s'agissait d'unç gputtç d'alcohpl; en niémç temps ^^ co' s 
aurait lieu à rex;tr^mité. de la surface de l'eau pu de 1 
tenu dans un tube de ç9ierc]Lire sp)idffîé» Qr^ si )'on ; ^ 

les inclinaisons sur un plan horizontal, des normales 
et î, celle de la normale MK ou M^', on aura 

û» = £ — f,, 
et, de, plus, 



dz • * / . ^ 

dF= /^^^^v^Â- 

dz^ . / . dz\ 

5r= . ^o'hV: + dF^ 



t,^ = i. 


sini i/i 

- sin r y/7 

sini, i/i 


' 1 


1 = 


^ de* 


I = — 




1 = 





5i.. 
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on attni, par conséquent , 



ds, dx' . ,,/ ,dxf' ./^,dx,\ 



(à) 



équations dans lesquelles on pourra fiiire tssi r, sans erreur sen** 
sible. 

Soit encore h rabaissement du contour de S| au-dattous du ni-» 
veau du mercure ; h +/ l'abaissement du point le plus baa de la 
goutte, ou /la flèche de sa portion de surface S.; k l^ëlëvatioto de 
sa plus grande section, au-dessus du même niveau; A: 4- a rélëvatios 
de son sommet, et, enfin, € son épaisseur totale, c'est-à-dire 

Nous aurons les équations particulières r 



(c) 



La question consistera maintenant à résoudre ces équations (a), 
(b), (c), par approximation, en supposant les rajoils / et r trè^ 
grands par rapport à l'épaisseur de la goutte. 

(i2i). Âpres avoir fait 
nous pourrons remplacer la première équation (a) par celle-ci : 

r ^-^di 

en supposant que Tintégrale s^évanduisse qiiand ^ = oo . Bans tonte 



<s=r, z=:z,^z'=— Aj 




t^l, z'=A, f = 00; 




«sso, 2,=-.A— /, |: = o/z'«* + «. 


dx! 


dx 
< = «» z=o, 3-= o. 
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rétendae de la soriace S à laquelle cette équation appartient^ la va- 
riable t est trèa grande. On peut donc négliger cette intégrale; on 
aura alors 

en considérant le radical comme une quantité positive; et l'on en 
conclura 



d'où Ton tire 

iG^iH' = gp'.-gf(AH-y); (e) 
et si nous f^ 

les deftiières équations (a) deviendront 
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3 

Relativement aux pointe de S, et de S' pour lesqaek Ip piao tan* 
gent est très peu incliné , on les réduira à des équations linéaires; 
puis on y satisfera^ ainsi qu'aux conditions particulières à ^ := o, en 
prenant 






(^) 



expressions qui se réduiront à 

M/; 
a\ /a. 



''• v/t*~ 






(*) 



/-Vairi/a ^ ' 



a 



comme dans le n* io6, pour des valeurs de t très grandes par rap- 
port à a. et a'. 
On peut aussi écrire les équations (f) sous la forme : 



/ .rfr» ~" * "^ «" V ~ W "- I y — ^. ' 



(0 



en supposant que ces intégrales s'évanouissent avec la variable t , 
et observant qu'on a 
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«'» dx . dr 

quand ^=o. Près du sommet ou du polot le plus l)as de la goutte , 
ces intégrales peuvent être négligées ^ à cause que Ton a 

dx t ^ f 
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jrsss-^et; en iatëgrant, on aura donc 

Les équations (g), (A), (/), jointes à l'équation {d)j renfer- 
meront la solution complète du problème, après quon aura déter- 
miné les valeurs des constantes a, h^ h^ f^ r^ l^ fi^ Xf qu'elles 
renferment. 

Or, 2^= k donne à très peu près ^ = i— a; et comme on a 

^ = •^ = 00, pour cette valeur de z'j on aura assi;^, d'après 

la seconde équation (k). On aura donc, en même temps, < = r, 
z'zsz — hy jr zsz'-^k — h^^a\ et, en vertu de la seconde équa- 
tion (/), 

pour la valeur de r, en &isant, pour abréger, 

W — (* + A + aO' = a'V, 

et regardant n comme une quantité positive. Pour C^^ r, les équa- 
tions (A:) et les valeurs de dt qu'on en a déduites donnent 

A "^ «■,—/• ' <û "■ (A + i + iT)* — a'»' 

D'après les équations d'où la formule (^) a été tirée, on aura, 
en même temps. 



V ^'*" 5î""fl»— A" A """ «• — A* ' 
et, au moyen de ces différentes valeurs, les fonnyles (6).foonii* 
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roat deux équations^ que je me dispenserai d'écrire ^ et qui servi- 
ront à déterminer deux des trois constantes h^ k^ f^ par exemple, 
A et A. 

Maintenant y si Ton applique la première des équations (/} à des 
points de S,, pour lesquels z. diffère très^ peu de — A -— /, et la 
variable x est très petite; et la seconde à des points de la par- 
tie supérieure de S% pour lesquels z' diffère très peu de A:, et 
j est très petit ; et si l'on compare aux formules (h) les expressions 
de JT et ^ qui se déduiront alors de ces deux équations (/), on 
en conclura les valeurs de X et /u , savoir : 

4 V/irr, V/i (û, i/â— j/aa», — /•) 

A*= ^ z \^ 9 

4V/irr»/a(v/a— i) 

en faisant 9 pour abréger , 
L'équation (e) deviendra 

4Vîi-i/a ^ ' 

en y substituant les valeurs de A, ft. G, H'. Elle servira à dé-« ' 
terminer y*; et il ne restera plus que Z d'inconnu. Or, si Ton a 
mesuré directement le diamètre de la goutte dans sa plus grande 
largeur, on en prendra la moitié pour la valeur de /; si ce dia- 
mètre n'est pas connu, mais que le poids de la goutte soit donné, 
et qu'on le représente par ^, on aura 

il sera facile d'ef&ctuer les intégrations indiquées, après avoir subs- 
titué les valeurs de dz' et dz^, tirées des équations (g), (A), (/)^ rela*- 

3^ 
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tives aux diffsreQtea parties de S' €t S| : celte expression de m iet-- 
vira ensuite à trouver la valeur de L 

Pour résoudre les équations d'où dépendent les valeurs numé* 
riijues àe b, k, ff l^ il faudrait que celles des constantes a, d^ 
at, o), tû\ fussent données. Les valeurs de a , a', a» , sont effec- 
tivement connues ; quant à celles de a. et <iJ^ on pourrait les dé- 
terminer au moyen des équations qui doivent servir à trouver les 
valeurs de A et Â, si ces distances avaient été mesurées directement 
pour une goutte d'une largeur connue. 

(i:ia). Dans toutes les questions dont nous noua sommes occupés 
dans ce chapitre, l'ordonnée verticale d'un point quelconque de la 
surface qu'il s'agissait de déterminer^ ne dépendait que d'une seule 
variable, savoir, la distance à Taxe de figure, dans le cas d'une 
surface de révolution, ou la distance à un plan vertical, dans le 
cas d'un liquide contenu entre deux plans parallèles à celui-là. D'après 
cette circonstance, l'équation de la surface, qui est généralement 
aux différences partielles, se réduisait à une simple équation difle- 
rentielle ; et, par différens procédés, il a été possible de la résoudre 
par approximation , ou même rigooreusement , dans le dernier de 
ces deux cas, au moyen des fonctions elliptiques, La solution de- 
vient beaucoup plus difficile, lorsque l'ordonnée verticale dépend 
de deux vanables ; mais il y a des questions pour lesquelles la con- 
sidération d'une surface de révolution fournit d'abord une approxi* 
niation qu'on peut ensuite pousser aussi loin qu'il est nécessaire ; 
et , de cette manière , les solutions précédentes et celles du cha- 
pitre IV prennent une extension que nous avons déjà indiquée dans 
le n* 68 , et dont nous allons donner un nouvel exemple. 

D s'agira de l'équilibre d'une goutte de liquide d'un volume peu 
étendu, contenue entre deux plans qui comprennent, entce eux un 
très petit angle, et qui se coupent suivant une droite horizontale. 
Pour fixer les idées, je supposerai que la surface latérale du li- 
quide soit concave en «* dehors. Sa courbure étant plus grande du 
coté de l'intersection des deux plans que du côte opposé, la goutte 
tendra à se rapprocher de cette droite; par conséquent, pour qu'elle 
demeure en équilibre, il £siudra que cette tendance soit balancée 
par son poids; ce qui exigera qu'elle soit au-dessous de cette in- 
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tersection. Par cette droite, je mène tin plan compris entre les deux 
plans donnés, et dont je dëterroinerai plus bas la direction. Il y aura 
un autre plan perpendiculaire % cette intersection , qui divisera la 
goutte en deux parties parfaitement égales. J'appellerai C le milieu du 
diamètre de la goutte si^ivant lequel ce plan. vertical coup^ le plan 
intermédiaire; et je prendrai ce point pour origine des coordonnées, 
et pour axes^ la perpendiculaire à l'intersection des deux plans donnés» 
menée dans le plan intermédiaire , la parallèle à cette même intersec?» 
tion et la perpendiculaire au plan intermédiaire. Soient u, v,Ç ,\es 
trois coordonnées d'u;p point quelconque de la surface latérale de lu 
goutte, respectivement parallèles à ces trois axes, et z Tordonnée 
verticale du même point, comptée en sens contraire de la pesan- 
teur et à partir du plan horizontal passant par le point C. Si Ton 
appelle S Fangle aiga que fait le plan intermédiaire, c'est-à-dire le 
plan des u et p, avec ce plan horizontal, et si Ton suppose les ^ 
et les u positives dirigées vers le haut, comme les z positives, on 
aura 

z = ^ cos 8 4" '^ ^^^ ^* 

Cela posé, si l'on désigne par a* la constante relative à la ma- 
tière du liquide, l'équation de sa surface latérale sera 

i + i, + e = l(Çcosfl + i.siafl)î (i) 

€ étant une constante arbitraire, et A et A' représentant les deux 
rayons de courbure principaux. La quantité - + -r , exprimée au 
moyen des coordonnées u, i^, ^, aura pour valeur * 

en faisant, pour abréger, 

'=(-+g+S)--., 

et considérant Y comme positif ou comme négatif, selon que la nor- 
male extérieure au liquide fera un angle aigu ou obtus avec la droite 
tirée suivant la direction des ^ positives. 
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L^ cosiniis des aiif^les que fisiit cette normale avec les axes des u, 



if, (, seront 

_v_ _ ^ _ 

du^ , dv 






Si Ton désigne paf a, a!, cl^\ ceux des angles que font les mêmes 
axes, avec la perpendiculaire abaissée sur le plan supérieur et di* 
rigw vers le haut , et par » langle compris entre cette droite et 
la normale ^ on aura donc 



co.« = v(-"-.g-.'§); 



et en appelant i Tinclinaison du plan supérieur sur le plan des u 
et V, on aura, en même temps, 

a'' = cosi, « = sint, a^=o. 

Pour tous les points du contour supérieur de la surface latérale , 
c'est-à-dire pour tous les points de l'intersection de cette surface 
et du plan jsupérieur , (ê sera un angle constant et donné ; et si 
nous représentons par c la distance du point C à l'intersection des 
deux plans donn&, nous aurons, par rapport a ce contour, les deux 
équations : 

Ç = (^ — «)tangi, i 

cosa)=yrcosi — ^sin/V i ^ ' 

dont là première est l'équation du plan supérieur. Soit f l'inclinai- 
son du plan inférieur sur oAm des u et p. Relativement au contour 
inférie# de la surface latérale, nous aurons de mêpie ^ 

Ç = — (c — tt)tangi'. 



/= — V(c 




i^<^^.x^A.\ (5) 



cos â» = -^ y [ cos r -h ^sm r 

ea étant l'angle compris entre la normale extérieure au liquide et 
la perpendiculaire au plan inférieur^ dirigée en -dehors de Tangle 
des deux plans« Les angles donnés a» et <»' seront obtus, parce qu'on a 
sof^posé la suriace latérale concave en-dehors; on aura ai' = â>, si 
les deux plans sont de la même ntfture, et ù/^=ù^ =^^ ^'^^ ^^^ 
été préalablement mouillés par le liquide. 
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(i^5). Maintenant y pour résoudre, par approximation, les équa- 
tions (i), (2), (3), )e supposerai Hfae les dimensions de la goutte 
de liquide soient très petites par rapport à la constante a. Il en 
sera de même à Tégard des yariables u et (^;^et Ton pourra ex- 
primer la valeur de Ç par une série convei^ente^ ordonnée suivant 
leurs puissances et leurs produits, c'est-à-dii^ par une série de cette 
forme : - 
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àeÇf oa anra 



V' = (i + 
V=V'-iV"f (f+f)«. (5) 



et ensuite 



Je substitue ces valeurs et celle de Ç dans l'équation (4) ; et en c<m- 
tinnant de négliger les termes divisés par aS je trouve , après quel- 
ques réductions, 

+V'(5+r$+?)]5=5(''««'«+«»i»«); 

équation qui se décompose en deux autres, savoir : 
<f / . 1 / . dzf'\ M 






La première de ces deux équations est celle qui répoud à la surface 
de révolution. Elle se résoudra par l'analyse du n? 102; et quand z' 
aura été déterminé en fonction de ^, la seconde équation (6) fera con- 
naître la valeur de p. 

(124)* Je supposerai que la largeur de la goutte soit très grande 
relativement à son épaisseur; et cela étant, je ferais comme dans le 
numéro cité, 

h étant la valeur particulière de t pour laquelle on a Z' =s o , et ^ une 
autre constante très petite par rapport à h. La variable ^ sera aussi 
très petite; Texpression de sf aura V^^ — 7* pour premier terme , 
et l'on pourra la représenter par 
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Mais le point C étant suppose le milieu du diamètre de la goutte situé 
sur l'axe des u^ il s'ensuit qu'on doit avoir yf^=. o. En effet, le con- 
tour de la section de la goutte par le plan des m et (^ a pour équation 

^ + ? = o; 
d'après les expressions de z' et p, on en déduit , à très peu près , 



tssk^^t' = h^ 



f'»U» 



et, à cause de <^ = u* -4-* ^» l^s deux valeurs de u qui répondent 
à i^ s= o seront aussi, k très peu près, 

pour qu'elles soient égales et de signes contraires, il &udra donc 
qu*bn ait /=zo» Cela étant, nous aurons 






i/ajT: 

pour la valeur approchée de p , et 

pour celle de Ç, à laquelle nous nous arrêterons. 

Pour que la position et la figure de la goutte soient entièrement 
connues, il restera encore à déterminer les deux constantes h et y, 
la direction du plan à partir duquel cette ordonnée Ç est comptée , 
c'est-à-dire l'un des deux angles i et i^ dont la somme, seulement, 
est connue et égale à l'angle des deux plans donnés, et, enfin, la 
distance c du milieu C de la goutte à l'intersection de ces deux 
plans. Cette distance est surtout importante à connaître, parce que 
sa valeur peut être mesurée directement, et qu'il en pourra résulter 
une nouvelle vérification de la théorie. Sa détermination ne dépen- 
dant pas, comme on va le voir, du second terme de ^, c'est pour 
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cela que nous Tayons représenté par ^, et que nous nous sommes 
dispensa d'en calculer la valeur. 

(1^5 ). Après qu'on y aura substitué la valeur de Ç , Tune des 
équations (2), la première, par exemple, sera l'équation du« con- 
tour supérieur du liquide; elle déterminera t en fonction de u; 
et, ensuite, la seconde devra être identique par rapport à u. Cette 
première équation devient 
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auncNM 

, e s\n i I 

cos Cû H = o , r y K 

y . ? (9) 

en négligeant la fraction très petite ~. 

Les équations qu'on obtiendra de la mâme mÉfuère^ en par» 
tant des équations (5), se déduiront des précédentes , en y chan- 
geant 0» et 2 ea ^' et f. La seconde équation né changera pas^ et 
la première deviendra 

i ooôw'H — - — 'C=o^ 

y, 

ety « cause ^e k somme des angles i et i' efC donnée ^ oès équa^- 
fions suffiront pour déterminer ces angles et les deux constantes 
c et y. Enfin, si l'on désigne par ^ifi le Tolume de la goutte, on 
aura, à très peu près , 

h*(c sin i^ c ûni^=t^, 

pour déterminer la constante h. 

Si léÈ deui ]dans qui comprennent la goutté de liquide sont de là 
même nature , on aura ûi^sâ«# et /':t=i; langle i &&m la moitié de 
l'angle donné que font ces deux plans; et l'indinaison 8 du plan 
interiti^iatre sur un plan horizontal , sera déterminée par l'é- 
quation 

que l'oti obtient en éliminant y entre les équations (9). En compa^ 
rant cette formule à celle du n? 68, désignant par 6' l'inclinaison 
*Aé y^^ du tbtïe que celleK^i détermine, et ta réduisant à son pre- 
mier t^rnwij on eu condora . 

'-sJûSiîis-siùe', • - 

t»t»te»fciio8es d'aifle^rs égales, c'est-àM^re 'en supposant qu'il s'agisse 
dNin mèmie liquide «t dé parois de k méiùè netwe, que Hangle corn- 
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pris entre chaque plan donné et le plan intermédiaire soit égal a 
celui que fait chaque arête du cône avec son axe, et que la distance 
du milieu de la goutte au sommet du cône , soit la même que sa dis- . 
tance à l'intersection des deux plans donnés. 

Dans les applications qu'on pourra faire de la formule (lo) , on ne 
devra pas oublier qu'elle suppose très petit l'angle des deux plans 
donnés, l'épaisseur de la goutte aussi très petite par rapport à sa lar- 
geur, et cette largeur elle-même très petite, soit par rapport à 
la distance du milieu de la goutte à l'intersection des deux plans 
donnés, soit à l'égard de la constante a relative à la matière du 
liquide. 

(126). Lorsque les deux plans donnés auront été préalablement 
mouillés par le liquide dans toute leur étendue, on aura œ :=:7r , 
et, par conséquept , ^ 

Dans ce cas, l'angle d a été mesuré avec soin par Haul^bée, ppur 
différentes valeurs de c (^). Mais, malheureusement, il parait. que 
les dimensions de la. goutte, de liquide ne satisfaisai^t pa$ aux condi- 
tions que cette formule suppose; car, ppur chaque valeur de ^, elle, 
donne un angle 6 pluç que double de celui qui a été mesuré. 
En effet , dans l'appareil d'Hauksbée, on avait . ^ 

.• . • I ■ '■ ' ' 

2 sm t = X — . 
3ao 

Le liquide était l'huile d'orange. Or, M. Gajr-Lussac a trouvé qu*à 
la température de i5',5, ce liquide s'élève à io"",4 au-dessus de son 
i^iveau dans un tube dont le diamètre est, i^",296,. et qui a été 
mouillé préalablement par ce même liquide. On en conclut (^^ 56) 

o^ as (6,^)74^) miHimètres carrés. 

Je prendrai pour unité le pouce anglais, dont 1|^ longuieur e$t. 
^5""",59i8; il en résultera 

55.. 
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41* = 0,010662 y a=:0|io3a5, 

et, par conséquent, 

• A 3,4117 
,sinfl= '^, ^ } 

la distancé c étant aussi exprimée en pouces anglais. Or, si Ton fait 
successivement ^=18, csio, c t=i 2^ qui sont la plus grande, 
la moyenne et la plus petite des distances pour lesquelles Haulsbée 
a mesuré l'angle 0, cette formule donne 

fl = o<» 58' 12", fl = !<> 57' ao", fl = 580 5^/^ 

et, suivant l'observation, on a seulement 

e==9'58'', fl = 54'58", Ô = ai* 54' 58^. ' 

Mais Hauksbée n'a pas fait connaître la largeur de la goutle li- 
quide ; et la constante a n'étant que d'un dixième de pouce , il y a 
lieu de croire que le rayon de la goutte n'était pas à la fois très petit 
par rapport à a entrés grand par rapport à sa demi-épaisseur qui sur- 
passait la moitié de a dans le cas de c = i8. Il fkut remarquer que le 
physicien anglais dit qu'à mesure que la goutte s'approchait de lln- 
tersection des deux plans, elle devenait de plus en plus oblongue ; 
circonstance qui n'aurait pas lieu si la largeur de la goutte satisfaisait 
à la double condition que notre analyse suppose; car alors, en vertu 
de l'équation (7), la goutte serait toujours à très peu pràs circulaire. 
La discordance des valeurs de observées et calculées, ne prouve 
donc rien contre la théorie ; et je ne doute pas que si l'on répétait 
l'expérience d'Haulsbéè sur des gouttes de liquide d'un rayon aussi 
petit qu'il serait possible par rapport à ^, et d'une épaisseur encore 
plus petite , l'angle qu'on observerait ne s'accordât avec celui qui 
serait donné par la formule (1 1). Dans cette expérience, il serait pré^ 
férable d'employer l'eau , qui est le fluide pour lequel la constante a 
est la plus gi'ahdeV" •' ' ^ 

La formule de la Mécanique céleste que l'auteur a comparée aux 
observations d'Hauksbée, est la même que la formule (i i). Cependant, 
les dièerences qu'tf a trouvée entvevle calcul et l'expérience s'élèvent 
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une seule fois Ji 5*, et sont générâlcfHient beaucoup moindres* Elles 
sont ebcore trop grandes pour être attribuées aux erreurs des obser*. 
vations; maïs, de plus, Laplace a fait usage, pour diéterminer la 
constante a% d'une élévation de l'huile d'orange, dans. un tube capil- 
laire, qui n'^t pas moitié de celle que j'ai employée, d'après. Fexpé^. 
rience de M. Gay-Lussac; et c'est pour cette raison qu'il n'a pas ob-» 
tenu , comme moi , des valeurs de fl plus que doubles ^e celle» 
qu'Hauksbée a trouvées. Cette élévation de l'huile d'orange avait 
été mesurée, par Haiiy, sans avoir préalablement mouillé le tube 
avec ce liquide, dans toute sa longueur} et l'on sait que , Jaute 
d'avoir pris cette précaution, les élévations de diflërens liquides 
qu'Haiiy a mesurées, sont trop petites de plus de moitié. Hauksbée 
avait eu soin de frotter d'abord avec de l'huile d'orange les deux 
plans de verre qui formaient son appareil; il fallait dohc-, pour 
calculer les inclinaisons correspondantes à celles qu'il a mesurées, 
faire usage de l'ascension d'un liquide dans un^tube mouiUé par ce 
même liquide, comme celui dont M. Gay-Lussac s'est servi. 

(127). On admet, comme un résultat de l'expérience, que quand 
on incline un tube capillaire plongé dans un liquide , l'élévation , 
positive ou négative, de ce liquide au-dessus dç son niveau extériciur, 
reste constamment la même ; mais cela n'a lieu que par approxima- 
tion, et seulement i l'égard de la partie principale de cette élévation, 
qui est en raison inverse du diamètre du tube. 

En effet, supposons que la suiface intérieure du tube soit celle 

d'un cylindre à base circulaire ; appelons â le complément de l'angle 

aigu que fait son axe avec un plan horizontal ; prenons pour origine^ 

des coordonnées le point où cette droite rencontre le pljpn. du nivoau 

extérieur; par ce point, menons un plan perpendiculaire^, à cette 

droite, et désignons par Ç, i^, u, les trois coordonnées d'un point 

quelconque de la surface capillaire , respectivement parallèles à l'axe 

du cylindre, à l'intersection du plan perpendiculaire et du niveau 

extérieur, et à un troisièqae axe perpendiculaire aiix deux preipiers» 

Si nous désignons par z Tordonnée verticale du même; point, comptée 

en sens contraire de la pesanteur, à partir du niveau du liquide, nous 

aurons _ • . 

z ss Ç cos d -4- u sin d, 
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ea- supposant ifue les Ç et les m positives soient aussi dirigées vers le 
haut. L'ëquation de la surface capillaire sera ré<)iiatioa (i) du n^ laa, 
datns laquelle on fera f sa o ; et si Ton suppose le rajon du tube très 
petit par rapport à la constante a, relative à la matière du liquide ^ 
la-iVBleiir de Ç pourra s'exprimer par la sëHe convergente du n* 1 3$ ; 
d'où l'on conclut, sans aucun calcul , qu'en négligeant les termes di- 
visés par a^, cette quantité {^ sera la même que.d la surface du li-. 
cfutde était une sorfacé dé révolution qui eût pour axe celui du cy- 
linklte, et qu'en même temps là constante a* fut remplacée par 

-^. n résulte de là que si Ton fait 

on aura la valeur approchée de Ç en fonction de ^^ en mettant 
-^ à la place de a* dans les formules du n* 54 9 ^t négligeant les 
termes divisés par a^; ce qui donne 

où Ton représente par et le rayon du tube, et par b le cosinus de l'angle 
que nous avons désigné précédemment par cû, et où l'on regardera 
les radicaux comme des quantités positives. En substituant cette 
valeur de Ç ^^^^ ^^^^ de z, on aura Télévation de la surface ca- 
pillaire au-dessus du niveau du liquide; et l'on voit qu'il n'y aura 
que le premier terme de la valeur de z qui sera indépendant de 
Fangle 9. 

Dans le cas le plus ordinaire, où le tube est mouillé dans toute 
sa longueur par le liquide , et où Ton a oi = ^ , cette valeur de z est 



a* I Sflt cosd 



Si Ton appelle h Pordonnée du point ïe plus T)as de la surface du 
liquide, et qu'on fasse . , . . 

dz ds 
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pour déterminer les yaleurs correspondantes de u et i^^ on trouve 

• A » ^* , 2a cos 6 

çsszo, « = — asmflt « = a-l 5 — , 



et 



A raison de ce dernier terme ^ la hauteur h diminue donc un peu 
quand l'angle 6 augmente, c'est-à-dire quand l'axe du tube s'ëcarte 
de la direction verticale. Les observations de ce genre sont assez 
précises pour rendre sensible cette diminution. Quant au volume du 
liquide axitenu duns le tube au -^dessus de sQn niv^u'^^érieur, il 
augmente avec,riBolinaisaB> et suit la raiaoo inverse dulcosinus'ile 
cet angle 9 d'après 0b qu'on a vu dans le a* 56. . '^ 
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CHAPITRE VII. 

Notes et Additions^ 

(ia8). Quoique les principes sur lesquels est fondée la théorie qui 
îêÂï rolr|et de cet ouvrage diffèrent essentiellement de ceux de la 
Mécanique céleste^ cependaht nous avons obtenu des équations de la 
même forme que celles que Laplace a données^ soit pour la surface ca- 
pillaire^ soit pour son contour tracé à des distances des parois du tube, 
insensiUes , mais plus grandes que le rayon d'activité moléculaire. A 
la vérité, nous n'avons pas trouvé les mêmes expressions en intégrales 
définies, des constantes spéciales que ces équations renferment; mais 
il n'en peut résulter aucune différence dans les conséquences qui s'en 
déduisent, parce que les lois des forces moléculaires n'étant pas con- 
nues, on ne saurait calculer,^ priori, les valeurs numériques de ces 
constantes qui ne peuvent être données, que par l'observation» U n'en 
est pas de même à Tégard de la pression exercée par un liquide sur 
la surfece d'un corps solide, contre lequel il s'appuie, ou, plus exac- 
tement, sur une surface tracée à distance insensible de celle de oe 
corps. J'ai calculé directement la pression verticale sur un corps 
plongé en partie dans un liquide , que l'on s'était contenté , jus- 
qu'ici, de conclure d'une considération indirecte, mais exacte (n*" 83). 
J^ai calculé de même la pression horizontale ; mais la valeur que 
l'ai obtenue ne s'accorde pas avec celle que Laplace avait don- 
née (n^ 85). D'après celle-ci, la pression horizontale serait diffé- 
rente sur les deux faces parallèles d'une lame verticale, d'une très 
grande laideur, -lorsqu'une de ces faces est mouillée, dans toute sa 
hauteur, par le liquide, et que l'autre ne Test pas, ou, générale- 
ment , lorsqu'elles ne sont point l'une et l'autre de ta n^e na- 
ture. U résulterait de cette différence de pression, qu'un corps isolé, 
flottant ir la surface indéfinie d'un liquide , y pourrait prendre un 
mouvement horizontal et perpétuel, qui serait dû k l'action mu- 
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tuelle des pointe dû liquide et des points dn corps ; ce qui paridt 
diffidle à admettre , quoique , dans ce mouyetnent ^ le centre de 
gravité du système entier ne soit pas déplace. ' Je troliye cette re^ 
marque dans une lettre que Th. Young m'avait écrite^ il y a plu- 
sieurs années* II en fiiisait une objection^ sur laquelle il insistait 
beauco^ , contre la théorie de Laplaçe ; mais elle n'aurait pas lieu 
contre^ nôtre; car d après la formule du n* 85 ^ relative k la pres- 
sion horizontale ^ cette force est la mèine sur les deux faces d'une 
lame isolée^ soit qu'elles soient de même nature ou de nature dif- 
férente (n® g6), et, conséquemment, ce corps ne peut prendre aur 
cun mouvement de translation à la surfiice du liquide. Quand il y 
a deux lames verticales et parallèles qui flottent à cette sur£Mre| et 
sont peu éloignées lune de l'autre, la force qui tend à les rappro<* 
cher ou ^ les éloigner davantage ne dépend que de Tétat de leurs 
faces internes; elle est toujours attractive quand ces deux faces sont 
de la même nature : lorsqu'elles sont de/ nature différente, c'estràrdire 
lorsque le liquide s'élève le long de l'une et s'abaisse le long de 
l'autre, j'ai fait voir qu'il peut prendre deux figures distinctes d'équi» 
libre, et que, pour Tune, la force dont il s'agit est répulsive à, toute 
distance^ tandis que pour l'autre, elle devient attractive quand la 
distance est tombée au-dessous d'1^le certaine limite. Ce second état 
d'équilibre fournit la véritable explication du phénomène observé par 
Haiiy sur une lame d'ivoire et une lame de talc laminaire (n"" ioo)« 
Dans aucun cas, une ou plusieurs lames flottantes ne pourront être 
transportées toutes d'un même côté. 

On a vu que je m'écarte aussi de la Mécanique céleste f en ce qui 
concerne l'explication des phénomènes qui ont lieu quand le liquide 
atteint l'extrémité supérieure du tube. La démonstration que La- 
place avait donnée dé l'invariabilité de l'angle compris entre les nor- 
males à .la surface, du liquide et à celle du tube, menées par chaque 
point situé à une distance insensible de leur commune intersection , 
n'a pas paru satisfaisante ; et M. Ganss en a donné une autre très 
âégante, et qui ne laisse rien à désirer, lorsqu'on ^ait abstraction 
de la variation de densité du Jiquide près de sa surface et près de 
celle du tube. En ayant égard à cette variation, dont la loi est in- 
connue, j'ai démontré la même {nroposition , dans le du^ifre III, 

54 
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éHume mmittre ^i^jt crois ^ «te. peut l«ww aocun 4a«td. L'iUvar 
mbtlite de l'angle des deux nomale^^ <{«i« j'ai aff^U ai^ exig0 mtir 
lemeot que la conrhiira du tube ne soit pM.,^ti?èqiement graiid^f 
-rn^f autrement dft^.qne son rayon dBcukteur ne mU paa insensible 
et dn même ordre qne le cayon d'activité moléculaire. Cependant y 
Laplaee supposait que cet aiq^le change de grandenr^ loi^sqne le lîh 
-quide atteint l'extrémité du tube; ce qui .est inadmi^bie; di^ l'arête 
qui termine la surfiice intérieure du tubi» a toujoura un rajon in^ 
isoftiparàblenieat plus grand que k rajon d'àctÎTité des mirféGiilea. 
^aia l'angle qui entre dans les ftutnules rdativea à l'élévation et à 
ia* courbure de la sur&ce du liquide, est celui que fût la normale 
à cette surface avec un plan horiaontal , lequel tingle est égal à e», 
augmmié d'un autre angle î compris entre la normale k la surface 
du tube et ce -dernier plan. Ov^ Fangle i variant le lotigde l'arête 
^ tube, il en résulte que quand le liquide a atteint cette arête, 
la' courbure de la surfece du liquide et l'éloyatioa de son sommet 
peuvent aussi varier, conformément k robsenration, s|ins que l'angle 
ùf éprouve aucun changement. La considération de cet an^le . t est 
égtdement indispensable, lorsqu^on veut déterminer le. jMÙds aécesi- 
saire pour détadier un disque solide de la surÊice d'un liquide, lune 
des questions les plus intéressantes de cette théorie, que l'on n'avait 
)Mè, ce me senMe, eonôdérée soua son véritable, point de vue. En 
effet, le disque et le liquide étant soulevés graduellement par un 
poids qui croit par petites parties, ce poids et la. bauteRr.conresr 
pondante du liquide sont, à chaque instant, des .fooctiona de l'an^i 
'^in Mprésenle Tinolinaison de la normale^ à la anrface de Tarète du 
disque sur un (rian horiaontai ; c'est lorsque ces fonctions atteignent 
teur mcucinmim par rapport à i , que le disque ae détache, du liquide ; 
^ét il en résuite U condition d'après laquelle on détermine la graù- 
^4ur d« poids propre à opérer la eépanation du disque e.t du \\^ 
cpiMe. ^ . . ■ ^ ■ 

; EnHn,:iiidépeMhuEnDaent de ces oonsidérations délicates, qui ont 
^ur objet de reelifitor, en r plusieurs points, la;théorie de l'adioii car- 
pillaire, et des principes nuvvaauK sur lesquob j ai pm^fiofié de fétar 
biir, le«bapitre précédent renferme les stations de deux problèmes 
^nt ott ne s'était point cnooee^oerupé. L'un jse jr^iporte k }a figure 
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dW liquide Teràé mr un liquide jlltlj) piéteiA ; TaStM éét tekttf à 
l'adhësion d'un cylindre capillaire à un liquide, question aiiirkigcie 
è celle de Fadhésibn d'un disque, d^titte grande laideur, mais qlii se 
fésottt i^rrune analyse toute d^^reiftë. . . . i 

On ln>Évera dans ïe^ notes suivantes <yuelqued i^elôirpetneM (ftti 
nfViiit pato utiles, et des expérienees que Tott ni\i commtmtquééd peii^ 
dant rtiupréssiou de cet ouvrage. 



f<Éii H i H ^il Mu 



% I*'. Cowtiiutiûn intime de$ corps ^ et parti4iuiièreméni deêjlmdeg^ 

naêuTB des fof^êâ moléculaires* 

• • *'. 

(1^9). Lea cofpa sont formés de molécules disjointes, €^est-4^#M 
de portions de matière pondérable, d'utie grandeur însetisible, sépe-^ 
^s par des espaces .yîdei^> ou éés porêSj dont les difueiisions soirt 
aussi imperceptibles b nos sens.» faidepetidaQaneot de la matière poii^ 
dérable qu'elle renferme, on suppose que chaque molécule coatfepiVy 
•Q <Niilre,-uiie ^antité variaUe d'une substance impondémble^ QU éènt 
le "pends ne peut élire fendu sensible^ que foa appelle le caloriqMyBt 
qui est le principe de la cbakur^ 

Toutes les parties de la manière aoiit sicmmiaes è dvd x sdries» d'àctiens 
mutuelles. L'iane de ces forces cal «ttmethre^ iudépendanifie dé le neiltii^' 
des corps oude leurs molécules^ proportiomieUe ad produit des maMét;' 
et en raison inverse dû carré des distances ; cUe s>'éteiid iddéfiMÉneilt 
dans res|>ace^ et produit la pesanteur univeiMlle et tous lé&pbënô^ 
mènes qui sont du resscnrf de la mécanique céleste^ L'autns eM M't)ef^ 
tie attractive et en partie répulsive; die dépend de 'kincttii^(te& ïtio^ 
Meules et de leur quantité de oak>rique^ On attribue la pavtie attraeiive 
à la ma^re pondérd^ile^ et la partie répulsive lui calorique jp m, ëù 
efiet, ceÔe-<i change d'intensitéy quoique le poids «des mdléeules li'àif 
pas qhan^. Uexcèa de Tune sur rentre est* ce qu'oa aj^peUê proj^M^ 
ment la force moléculaire. EUe tend à mippradiet ou k ëoiarter iéê 
melécdies^ sektoque l'action de la matièiupoadéreUe estpkwgratlde 
oti moindre que l'action <^rifiquel)Soli in teMitédécMit trèa M 
ment qpaaud- la distante» des moléfenlasi migmeiite> «•< devient tètttf^ 
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à-fiut insensible I de» que cette distance a acquis une grandeur 
aensible. 

La résultante des forces moléculaires dans laquelle la répulsion du- 
calorique est généralement prépondérante, produit la pression de» 
fluides sur eux-mêmes et sur les corps solides, et la r^islfince que 
ces corps opposent aux fluides. Tous les phénomènes de la cafHlIarîté 
dérivent aussi des forces moléculaires; mais ils répondent k une parr 
tie de leur résultante , diflerente de la pression , et dans laquelle , 
an contraire^ c'est toujours l'attraction qui prédomine. Cette partie 
de la r&ultante dépend, comme on Ta yu dans cet ouvrage, de la 
figure du liquide et de la variation rapide de densité qu'il éprouve 
près de sa surface et près de celle dû corps contre lequel il s'ap* 
puie. L'agrégation des diflerentes parties dans les cwps solides et la 
forme régulière des corps cristallisés sont duea à la portion de la 
force moléculaire qui dépend de la forme et de la situation rela-» 
tive des molécules. Cette force tout entière^ modifiée par l'état 
électrique des molécules, est la cause générale des affinités cIih* 
miqiies. 

Ind^ndamment de la pesanteur universelle et de la ibroe moIé** 
culaii^, telle qu'on vient de la définir^ il existe dans la nature des 
forces partictdières^ savoir, les actions âectriques ou magnétiques^ 
et peut-être d'autres encore. Ces forces sont attractives ou répulsives , 
et suivent, comme l'attraction newtmiienne, la raison inverse du 
carré des distances. Cette loi est^rouvée par les expériences directes 
de Coulomb et par Taccord qui existe entre l'observation et le calcul 
fondé sur cette même loi, relativement è la distribution du fluide 
électrique ou magnétique, déterminée par l'expérience ou par Tana-*' 
lyse mathématique. U y a d^nc lieu de croire que , soit pour lès subs-^ 
tancer impondérables^ soit pour les parties des corps dont le poids 
est «msible, il n'existe que ûbux lois diflerentes de décroissement des 
fofOes Mturdksy l'une en raison inverse du carré des dktanCes, 
l'antrei suivant une fonction qui n'a de valeurs sensibles que pour 
des distance^ insensibles. De plus, pour toutes ces forces , la réac-* 
tion d'une molécule sur une autre est toujours égale et contraire 
è IWion de: la seconde m<rfécule sur la première. On doit ad«- 
m«l(tret ce principe comme une loi oniverseHe de la natur^^/que 
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pefSOQm ne conteste , mais qu'il ne serait pas possible de démoo- 
trer par le simple raisom^ment; car il n'y a, à priori^ aucune 
raisoii pour qu'une portion de la matière ne puisse pas être atti* 
rëe ou repoussée par une autre ^ sans que la première attire ou re- 
pousse également la seconde. ... 

Ainsi j tous les mouvemens que nous observons, nous devons les 
attribuer à des forces d'attraction ou de répulsion, pour lesquelles 
Faction est égale k ]fi réaction ', et qui yarient avec les distances f Sui* 
vani une des deux lois précédentes. Les vibrations des corps élas->> 
tiques et la communication du mouvement, soit par le choc, soit par 
la pression /résultent de la force qui n'est sensible qu'à des distances 
insensibles, c'est-à-dire de la force moléculaire. Nous ignorons si les 
mouvemens volontaires sont dus à cette cause, ou bien à une force 
analogue à celle qui émane de l'électricité en repos ou en mouve- 
ment, ou même tout-à-fait identique; nous ignorons de même com* 
ment la volonté met les différentes parties d'un muscle dans un état 
d^attraction ou de répulsion mutuelle ; mais quand ce muscle s'étend 
ou se replie, nous pouvons assurer que ce mouven^nt est dû à des 
forces variables avec la distance, et soumises à la loi de l'action égale 
à la réaction; car, sans cette dernière condition, les animaux au- 
raient la faculté de déplacer leur centre de gravité sans le secours d'un 
appui extérieur et d'aucune force étrangère. 

(t3o). H importe au progrès des sciences que la Mécanique ra- 
tionnelle ne soit plus tnaintenant une science abstraite , fondée sur 
des définitions relatives à un état imaginaire des corps. Les lois de 
l'équilibre et du mouvement des différentes sortes de corps doivent 
être déduites de la considération des forces m(4éculaires ; et c'est , 
en effet, ce que je me suis proposé dans mon Mémoire sûr ¥ Équi- 
libre et le Mouvement des Corps élastiques et des fluides ^ qui fait 
partie du ao* cahier de l'École Polytechnique. Mais pour appliquer 
à ces forces l'analyse mathématique, les notions générales qu'on vient 
de rappeler seraient insuffisantes, et il est nécessaire d'entrer, à ce su- 
jet , dans des détails {Jus précis. 

Les molécules des eorps sont si petites et si rapprochées les unes 
des autres, qu'une potiion d'un corps qui en renferme plusieurs my- 
riades, peut encore être supposée extrêmement petite, et la grandeur 
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de 8011 Tohune itiMusikle. Cela étant, si d*an poifrt M ooamie ësmw 
et d'un rayon insensible > on décrit ane dphère dafas Fiatérietil^ d*»! 
cotféf qm comprenne on nomlira extrétMment grand de ses mole- 
culed; si Ton désigne pftr fi là somme de tes massesi par P wù yù^ 
lame, et qu'on fasse '^^ 



^=f. 



ce rapport p est ce qn'oa appelle la densité du ^orj^ au point M, 
quelle que soit d'ailleuit-^rinégalité de masse des molécules et kup 
distribution régulière ou irrégolière dans retendue de u» De niéne , 
en désignant par f» le nombre de molécules que 9 renfismie, el; 
Caisant 



¥ 



z^à, 



n 



cette ligne «, de grandeur insensible, est œ que j'ai ^pdé \m^ 
terwiU mojen des molécules qui répond au point M et à la dan*» 
aité p« 

Soient n» et |p' les masses de deux molécules voisines ^ c %t e' 
leurs quantités de calorique, M et M' leurs centres de gravité , 
et r la distance MM' ; et considérons L'action mutuelle de ctt deux 
Qiplécoles. Supposons d'abord leurs dimensions très petites par rap- 
port à rintervalle qui les.s^^Muce. L'action dont il. s'agit m réduira 
alors à une force unique , dirigée suivant la dxoite MM', et dont l'in- 
tensité sera une fonction de r,. que nous représenterons par R; en 
même temps, leur répulsion nmtueUe sera proportionnelte au prcfr^ 
duit de € et c\ çt leur attraction au produit de m et m^ En coa-« 
sidérant la force R comme, positive on comme négative, selon qu'elle 
tendra à. augmenter ou à diminer la distance r, sa valeur sera, l'excèiî 
de la. répulsion sur l'attraction; et si l'on suppose que Tattractiôu 
réciproque de la matière pondérable et du calorique , qui rcîtienl 
celul-d dans chaque molécule ^ s'étend auHlebors,.il fstudra retran-*» 
cher de cet excès l'attraction du calorique attacha/ |i ml sur la ma^ 
tière de m, et celle de la matière de w! aur le calorique attaché à 
m^ lesquellea forces seront pinipartiouuellea^ la piumière au produit 
ntcV et la seconde km'c. I^. oe^ mamère« la valeur ^coa^^lète 4d 
R «era. . ..-..>...• •...» ^ 
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les coefficiens y^A^Ç, C, étaot des quantités positÎTes. he premier 
3era indépendant de la nature de m et de celle de m', le second ^67 
pendra de Tune et de lautre^ le troisième ne dépendra que de U na* 
ture de m y et le quatrième de celle de m\ 

Eq réunissant ces trois derniers termes en un $eul| oo pourra écrire 
la valeur de R sous la forme : 

R=Fr — /r. - 

Chacuit^ des deux fonctions £r et fr n'aura que des valeiiirs po^tivw; 
et si Ton fait abstraction de 1 attraction en raison inverse du carré, d^ 
distances, qui n'a aucune influence swsible sur les pbétnomèoes dé* 
pendans de la force moléculaire pfçq[)rement dite, ces valeurs décroî- 
tront très rapidement et sans alternative, à mesure que la variable r 
augmentera, et elles deviendront insensibles pour toute valeur sen- 
sible de n Pour une certaine valeur de cette distance, on pouisra 
avoir Fr=;=yr et R=:,o; le signe de R ^era différent enKleçà et au- 
delà, soit que ja répulsion Fr l'emporte d'abord sur l'attraction ^, 
siCMt que le contraire ait lieu à l'égard de ces d^ux ibrciOB. 

Lorsque les deux molécules met m! ne seront pas assez^kâgnées 
l'une de l'autre pour que leiir forme n'ait aucune influence sur leur 
action mutuelle, cette action, ne sera plus did^^e néoesisairement 
suivant la droite MM', et il pourca mêncie arriver qu'elle un se ré -^ 
« duise pas à une seule force;* Ses cMapPsantes seront toujours des 
fonctions de r, qui n'auront de valeurs sensibles que pour les va^ 
}#urs insensibles de cette variable; mais elles dépendront, en outre, 
des angles qui déterminent la direction de la dK^ite MA^ par rap- 
port à des sections déterminées de m et m'; en sorte- qu'elles va^ 
rieront, si l'une des molécules viaat à tourner autour d« l'autre^, 
ou $ur elle- même >. sans que ia distance /* de leurs centiies d^ gra»r 
vite ait cVan^. Ce cas général est celui des corps solides ; le cai 
particulier, dans lequel l'action moléculaire se réduit k la force S^, 
a li^u. dans les fljùdes; ce qui pent provenir de la distance di» Iwrs 
mpl(é€;i|le»<)> qijd Sfsrait {Jus grande que dans les soUdfs» ou de ce 
qu'eUas s'écaifteraiem noi^sde la foiisie spbériqoe. 
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Pour former les équatiaiis de Tëquilibre des corps solides et des li- 
quides ^ il n'est pas nécessaire de calculer la force totale qui agit sur 
ui^ molécule isolée. Ces équations et les pressions intérieures ne 
dépendent que de la Ksultante des actions qui ont lien entre deux 
parties du corps ^ de grandeur insensible, mais qui comprennent^ 
Tune et Tautre» un nombre extrêmement grand de molécules; leur 
distribution I dans cbacune des deux parties du corps ^ nous est en- 
tièrement inconnue; et il 7 a lieu de croire qu'elle n'affecte aucune 
sorte de régularité , soit dans un fluide, soit dans un solide non 
cristallisé et qui n'est pas comj^mé , par des forces étrangères , 
dans un sens plutôt que dans un autre; mais, si l'on suppose que 
la sphère d'activité de chaque molécule, quoique son rayon s<Ht in- 
sensible, s'étende néanmoins à un nombre extrêmement grand des 
molécules circonyoisines, la résultante dont il est question sera une 
fonction de l'intervalle moyen € , déterminée et indépendante des 
irlrégnlarités de leur distribution. Cest sur cette hypothèse qu'est 
fondé essentiellement le calcul des forces moléculaires; on peut l'ad^ 
nlettre comme étant conforme è la nature, et Ton y est conduit en 
considérant l'influence des masses dans les phénomènes qui sonl dû 
ressort de la Chimie. Dans le cas d'un corps solide comprimé par 
des forces étrangères, dont il pe s'agit pas dans cet ouvrage, l'ac- 
tion d\ine partie du corps sur que autre dépend, en grandeur et 
en direction, du sens de la compression , et dans le cbè d'un corps 
cristallisé , elle dépend aussi de la supposition qu'o& &it sur la dis- 
position respective des molécules et sur la direction des forces qui # 
émanent de chaque molécule. 

La force R^ relative è l'action de deux molécules isolées m et m', 
est une quantité insensible ; mab on peut concevoir deux masses de 
grandeur quelconque et d'un même volume qui sera pris pour unité, 
dont l'une aurait la densité f du corps autour de iit,et l'autre la densité 
f autour de m', et qui seraient telles, que toutes les mdiécules de l'une 
agissent, par hypothèse, sur toutes In molécules de l'autre, suivant 
des directions parallèles, et avec la même intensité que m agit sur m'. 
L'action totale de l'une de ces masses suri autre sera tme force équi- 
valente à un poids donné, et elle exprimera la mesure de la force 
moléculaire, rapportée aux unités de volume et relative à la distancé r. 
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à rendroit du corps où se taronyent les molécules m et 7nf. Si l'on dé^ 
signe par p cette mesure^ p sera une fonction de r, insensible. pour 
toute valeur sensible de r, proportionnelle au produit des nombres 
de molécules contenues dans les deux unités de yolume^ ou , ce qui est 
la même chose , au produit pp', et dépendante en outre, dans les 
corps hétérogènes 9 des coordonnées de tu et de m^ Près, de la surface 
de séparation de deux liquides^ ou d'un liquide en contact ayec un 
solide, cette quantité ^ variera très rapidement , non-seulement par 
rapport k r, mais aussi par rapport à la distance à cette surface, par 
suite de la variation rapide que la densité éprouve dans Tépaisseurde 
la couche superficielle. Le produit de p et d'une puissance positive de> 
r sera partout insensible, en même temps que 9, pour toute valeur 
sensible de r; la somme des valeurs de ce produit, ou bien une 
intégrale, telle (jae/r^pdr^ par exemple, prise entre des limites de. 
grandeur sensible, sera également insensible* Si donc on doit prendre 
cette intégrale depuis zéro, ou une valeur insensible de r, jusqu'à 
une valeur sensible ou seulement plus grande que le rayon d'acti* 
vite moléculaire , il sera permis, sans aucune erreur appréciable, 
d'étendre cette même intégrale jusqu'à une valeur de r aussi grande 
que l'on voudra , et même jusqu'à r =s oo • C'est pour cette raison 
que les résultantes des forces moléculaires sont indépendantes de la 
grandeur du rayon d'activité des molécules, qui ne saurait être 
fixé d'une manière précise, et dont on sait seulement qu'il est.in-^ 



En calculant ces résultantes, jai supposé que toutes > les forces, 
attractives ou répulsives, qui agissent sur chaque molécule, éma- 
nent des autres molécules comprises dans sa sphère d'activité, et je 
n'ai point eu égard à l'action du calorique qui se trouve actuelle^ 
ment dans les pores âous forme rayonnante. L'expérience prouve , 
en effet, que la portion de calorique qui se meut dans le vide est 
extrêmement petite par rapport à celle qui est attachée aux parties 
pondérables des* corps et qui entre dans la composition de leurs mo- 
lécules ; car si Ton réduit ou si l'on augmente subitement un espace 
dans lequel on a fait le vide aussi exactement qu'il est possible, on 
n'observe aucune variation de chaleur, ni. dans cet espace, ni dans 
les corps environnans, contrairement à ce qui arrive dès qme ce 
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nèttie espace oontient un iim sôit pet» d'àir <ra d'un gar ^el* 

(r5i)« La pariaite mobiltté d6d fluides e» ce qui les divulgue èts 
eorpe solides ; il en résulte tiikcr propriété spéciale des fluides , sur 
laquelle sont fondées les équations de leur équilibre ^ et qui dérive 
de la nature dés actions mutuelles de leurs molécules. Pour expii-' 
quer^ avec précision i en quoi confirisie cette propriété, il faut c<îm^ 
parer les efiets de la compression dans les corps solides et dans les 
fluides. 

liorsque la forme d'un corps solide est changée, et que ses molé- 
cules sool déplacées par déS forces quelconques, agissant dans son in^ 
teneur on ii sa surface ^ tous les points matériels qui étaient pritniti- 
rement situés sur une même droite , d'uvte longeur insensible , «ont 
encore en ligne droite après leurs déplacemebs. Si M et M' sont les 
centres de grarké de deux molécules extrêmement rapprochées l'une 
de l'autre > la droite MM' t^ncontre la même série de molécules dans 
ié» dénx états snccessifr du corps ; par conséquent, l'augmentation on 
la' diminution de longueur qu'elle subit ^ comparée à sa longueur pri-^ 
iriitive , fait connaître la dilatation ou la contraction du corps sui^ 
imai la direction MM^ U arrive i en général , que la contraction , 
positive ou négative^ est différente en diflerens sens autour d'un 
même point M > et qu'il y a même dilatation dans un sens et con-** 
traction dans une autre direction. 

La même chose n'a pas lieu relativement aux fluides. Lorsque les 
mcdéoules d'un fluide homogène ou hétérogène sont sollicitées par 
des loros^ données, xM qu'une pression « plus ou moins grande, est 
tàtèsééM A surface^ il se cofnprime ou se dilate également en tous 
sens autour de chacun de ses points* Une droite MM^ aussi petke 
qu'on voudra y qui joint deux points du fl»ide, ne renconttie plus 
les mérnes moléctiles avant et après l'application de ces forces* Une 
partie des molécules qu'elle traversait d'abord reste sur cette droite; 
uoe autre partie s'en écarte de dtflerens côtés i et d'autres molécules 
f;ieiHienfcs')r vangdr i d'où il résulte qiié le raebûttrcissement ou l'allotH 
genxeot de h droite MM^ ns f^eut plus faire connalire la contmetfon ou 
k dilatation du fktide'saivmt sa(«Kréctic«i ^ ei qn'il est même possible 
que 1« fluiAe cbauge de forme > sans qu^il y ait dilatàfidn on con<- 
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traction dans «uciine de fies parties^ ce qui n'a jamais lien à l'ëgand 
des corps solides. Après les déf^aceoiens de ses molécules ^ un fluide 
se trouve donc constitué autour de chaque point M, coname il l'était 
auparavant ; et l'on doit se re{H^senter las looléoules situées dans k 
sphère d'activité de M» corome un systèoie qui reste toujours semblaUe 
à lui-même, et qui est seulement construit sur une plus petite ou sur 
une plus grande échelle , en considérant toutefois ce système 'dans 
son état moyen , abstraction faite des irrégularités de la distribution des 
molécules dont il est composé. D'un point M à un autre , la con- 
traction ou la dilatation égale en tous sens, et par suite rinterrâlle 
moyen $ et la densité p, varient d'ailleuns suiv9nt des lojs dépeiw 
dantes des forces données qui agissent sur les m<^Cttle8, et aneai 
de la nature du fluide , quand il n'est pas homogène. 

Cette propriété caractéristique des fluides de se contracter ou ée 
se dilater également en tous sens, et de se reconstituer toujours sent* 
blablenient à eux-mêmes autour de chaque point, peut être attri«« 
buée à la parfaite naobilité de leurs xaolécules, résultant de ce qu'elles 
sont à peu près sphériques, ou assez éloignées les unes des autrea 
pour que leur forme n'ait aucune influence sensible sur leur action 
mutuelle. On conçoit, en effet, que dans cette hypothèse, si l'on 
exerce une pression quelconque à la sur&ce d'un fluide , il ne pourra 
pas arriver qu'il se contracte iné^lement en des sens differens ; car 
il n'y aurait aucune cause particulière qui put retenir les nooléciiles 
dans les directions où elles seraient le plus resserrées; et si des oon^ 
tractions inégales avaient lieu, ce ne pourrait être qu'un état d'équi- 
libre instable f qu'on doit regarder coonne physiquement impossiUe. 
Au contraire, si le fluide est d'abord dans un état d'écpiilibre subsisf* 
tant, et qu'on y applique de nouvelles forces quelconques, le second 
état d'équilibre auquel il parviendra pour obéir à ces forces sera stable 
comme l'état primitif, si le nouvel arrangement de ses molécules au* 
tour de chaque point est semblable à celui qui avait lieu auparavant. 

Dans les corps solides , cristallisés ou non, la cause particulière qui 
retftnt les molécules sur les directions où elles smit plus ou moim 
resserrées, ne peut être que la partie de leur action mutuelle qui d»* 
peùd de leurs formes et de leurs positions relatives ; en sorte que cette 
partie de la force moléculaire est, oouame on Fa 4h plus haut, Jfi 
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cause de la soliditë ou de la cristallisation. Si Ton écarte les molécules 
par une addition de calorique , cette force secondaire diminue , en gé- 
néral , plus rapidement que Tautre partie de leur action mutuelle ; 
son effet peut devenir insensible, et le corps passe alors à 1 état fluide. 
La viscosité est un état intermédiaire entre la solidité et la parfaite 
fluidité, dans lequel la force secondaire dont il s'agit existe à un 
moindre degré que dans up solide, et empêche plus ou moins les 
liquides de se contracter ou de se dilater également en tous sens, 
autour de chaque point. 

De ces diverses considérations, on conclut que la force R du 
numéro précédent, indépendante de sa propre direction, convient 
exclusivement aux fluides élastiques et aux liquides dépourvus de 
toute viscosité. La théorie exposée dans cet ouvrage étant fondée 
sur l'hypothèse d une force moléculaire de cette nature , il s'ensuit 
qu'elle ne s'applique rigoureusement qu'aux liquides qui ne sont au- 
cunement visqueux. Les applications que nous avons faites à diffé- 
rons liquides, des formules déduites de cette théorie, supposent donc 
qu'ils n'ont qu'un faible degré de viscosité ; ce qui se trouve con-> 
firme par le peu de différence qui existe, en général, entre les ré- 
sultats du calcul et ceux de l'expérience. 

Observons enfin que quand une pression extérieure ou d'autres 
forces données sont appliquées à un fluide et déplacent ses molécules, 
elles devront toujours employer un certain intervalle de temps pour 
parvenir, autour de chaque point , k une disposition semblable k leur 
arrangement primitif. Ce temps, quelque petit qu'on le suppose, peut 
être très différent dans les différons fluides; mais rien ne se faisant 
instantanément, il ne saurait être tout-à-fait nul, lors même qu'il 
s'agit d'un liquide entièrement dénué de viscosité, on d'un fluide 
aériforme. Il n'influe pas sur l'état d'équilibre qui ne s'observe qu'a- 
près que cet intervalle de temps est écoulé; mais, dans le cas du 
mouvement, la position respective des molécules changeant sans 
cesse, on conçoit que «cette variation continuelle peut être asses ra- 
pide pour qu'elles n'aient pas le temps de revenir, comme dans le 
cas de l'équilibre, à une disposition toujours semblable à elle-même r 
il en résulte donc que dans un fluide en mouvement, et surtout 
quand lés vitesses relatives de ses moléiules sont très grandes, les. 
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dilatatioM et les condensations que le fluide éprouve ne sont pas 
constamment égales en tous sens autour de chaque point; circons- 
tance qui rapproche y en quelque sorte, le mouyement des fluides de 
celui des solides élastiques , et rend plus ou moins analogues les vi- 
brations très rapides de-ces deux sortes de corps , ainsi que je Fai déjà 
remarqué dans nue autre occasion. 



§ IL Conversion des sommes en intégrales: 

(i32). Les liquides n'éprouvent que de très petits changemens de 
volume pour de très grandes variations dans lés pressions extérieures 
auxquelles ils sont soumis. D'après l'ancienne expérience du phy- 
sicien Canton, la dilatation de l'eau ; par exemple, n'est que de 
46 millionièmes, pour une diminution de pression égale à la pres- 
sion ordinaire de l'atmosphère; et, dans ces derniers temps, on a 
trouvé qu'il fallait employer une pression équivalente à environ 
1 100 atmosphères, pour diminuer son volume d'à peu près six cen* 
tièmes : le mercure résiste encore beaucoup plus à la compression. 
Il résulte de là que la pression exercée, en vertu de l'action mo- 
léculaire, par une partie d'un liquide sur une partie adjacente, doit 
aussi varier dans un très grand rapport , pour de très petites varia- 
tions de l'intervalle moyen des molécules ; or , il faut pour cela 
que les deux forces, attractive et répulsive, dont l'action molécu- 
laire est la diflërence, soient extrêmement grandes l'une et l'autre 
par rapport à cette diflférence; en sorte que chacune d'elles aug- 
mentant ou diminuant inégalement d'une très petite partie de son 
intensité, pour ces très petites variations de l'intervalle moyen, leur 
différence se trouve avoir augmenté ou diminué dans un très grand 
rapport. C'est aussi pour cela que la somme qui exprime la pression 
intérieure n'ayant pas une valeur extrêmement grande, une autre 
somme d'où dépendent les effels de la capillarité, et qui s'effectue sur 
un produit contenant un facteur de grandeur insensible, de plus que 
la première, peut néanmoins avoir encore une valeur sensible. 

Les lois de l'attraction des molécules et de la répulsion calorifique 
étant inconnues, on ne peut pas décider, à priori, si la somnip qua-^ 
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druple qui expyrioia h prewon iotériewe est rédoctiUe à mm ints*- 
gl^ale définie j mais nous ayODs proayé, dans le n^ xS^ qae osttt ré- 
ductioa est impossible ^ du luoius h l'égard de la partie de la pres*^ 
sioa relative à une surface plane ^ d'après les conditions qoe cette 
pression doit. remplir; et^ en effet , on peut faire une infinité d'hypo* 
thèses sur les lois de l'attraction et de la répulsion qui ne permettent 
pas de remplacer les sommes relatives à la différence de ces deux forces 
par des intégrales ^ quoique^ dans ces somma tions, les variables crois- 
sent par degrés extrêmement petits* Il s'agit ici de donner des exemples 
de cette irréductibilité^ en nous bornant , pour plus de simplicité , à 
des sommes de fonctions d'une seule variflî>le. 

(i33). Soit ^ une fonction donnée de la variable ar. Faisons 
croître x par ^es différences constantes dimt la grandeur sera re« 
présentée p^r €; supposons que les valeurs de x 8*étendent depuis 
X s=s ê jusqu'à a? =s oD ; et désignons par p la somme des valeurs 
correspondantes de ^x, ou, autrement dit^ faisons 

p = ^6 + ^36 + ^3« 4- ^4« + etc. ; 

^xdx, divisée par € 
et diminuée de -^o, sera une valeur approchée de la somme p} et 

Ton a vu , dans mon Mémoire sur le Calcul numérique des Inté- 
grales définies Ç^), que la différence de ces deux quantités peut 
s'exprimer par une autre intégrale définie , de sorte que Ton aura 
exactement 

i étant un nombre entier et positif auquel répond la somme Z, qui 
s'étend depuis t = i jusqu'à i = oo . 

Par le procédé de l'intégration par partie , on réduira la seconde 
intégrale contenue dans cette formule, en une série ordonnée sui- 
vant les puissances paires de i, dont les coe(Bciens renfermeront les 
différentielles impaii*es de ^x, relatives aux deux valeurs extrêmes 

" ' ♦ ■' ' I M I P K • t 

(*) Tmne VI des Nouvçgux Jtémoiru Jk fÂc^Oémie 4c$ Sci^mm. -. 
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de âpé J« supposerai que cette fonctioti et toas ses coeffldens diffé^ 
rentiels s'éyanouîssent à la limite x ^ssst co; et en représentant pat 

^, ^', p", etc. , les valeurs àe ^x, ^ , ^^^ ®*^« > ^^ répondent à 
X = o , il en résultera 

p=ijj^ ^xiiir — i^ — aé^' + aV(p'"—aV(p'' H- etc., (3) 

où Ton a fait, pour abréger , 

Les quantités a, af, d'^ etc., forment une série de fractions décrois-* 
santés dont on connaît les valeurs exactes , savoir : 

a= — , dz=z — , a"s=r — 7-, etc. 
la' 720' 30240 

De plus, à quelque terme que Ton arrête la série (2), le reste qu'il 7 
faudra ajouter pour avoir la valeur exacte de /?, sera exprimé par une 
intégrale définie , dont la valeur changera généralement d'un terme 
à l'autre, et dont on pourm assigner des limites qui feront con- 
naître si la série est convergente. Dans le Ménu>ire cite, j'ai exa- 
miné en détail le cas singulier où le reste est constant , et où les 
termes de la série (a) s'évanouissent tous, excepté les deux pre- 
miers; ce qui oblige de recourir à l'équation (i) pour calculer la, 
valeur de p. 

Ëa général, si l'on prend pour ^x une fonction du genre de 
celles qui varient très rapidement et sont insensibles dès que la va^ 

riable a. acquis une grandeur sensible, les quantités ^x ^ x -^ ^ 

dx 

x^ -^9 Jc' -^T % ®^C'y seront toutes du même ordi^e de grandeur; 

pour que la série des produits (p , é^', é*^", «'^% etc. ^ et , à plus 
forte raison, la série (â), soient très rapidement décroissantes, il 
sufiira donc que e s^it très petit, eu égard è l'étendue des valeurs 
sensibles de ^x\ et, dans cette hypothèse, la seconde intégrale que 
contient la formule (i) sera toujours une quantité extrêmement petite 
soit qu'dle se développe en série suivant les puissances dé € , soit que 
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ce déyeloppement n'ait pas liea^ à causa que toutes les quantités 
^'^ ^\ ^'^f etc. f sont égales à zéro. 

Pour fixer les idées, supposons que x exprime une distance va- 
riable, et que c soit une ligne constante, dune longueur insensible. 

Prenons, pour premier exemple, 

* 

c étant une constante donnée, ê la base des logarithmes népériens, 
et CL une ligne constante, d'une longueur insensible, afin que Téten- 
tendue des valeurs sensibles de ^orsoit aussi insensible. En fidsant 
€ = fa, et supposant que 6 soit une fraction extrêmement petite , 
réquation (a) deviendra 

p=cQ— l+otf — a'^' + o^'^—ctc-); 

et cette série sera très convei^ente, puisque ses termes décroîtront 
plus rapidement que les puissances impaires de €. Dans cet exemple, 
la valeur de p se réduira sensiblement k son premier terme, savoir : 

Soit, en second lieu, 

^x = ce *" j 

nous aurons ^'=0, f'^ssso, 9^ = 0, etc. Ce sera donc un des cas 
où la seconde intégrale contenue dans la formule (i) nW pas déve* 
loppable suivant les puissances de s; mais comme on a 



y: 



00 -. .1. 






— rfr = - «v ^ 



e • cos dar = -«v^e 



o • a ' * 

l'équation (i ) deviendra 

p= ï^î G> -V^-i-yé-^-ye-^'i-ye-^' - etc.), 

en faisant — = >• Or, y étant un très grand nombre dans Thypo- 
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tbèse de c très petit par rapport à a, cette série sera ^extrêmement 
oonyergente, et tous ses termes, à partir du troisième, seront tout-à- 
fait insensibles. On voit, de plus, qu'on pourra négliger le second 
terme par rapport au premier^ et réduire cette valeur de p à 



^='V=f/o*^'^' 



comme dans le premier exemple. 

Ces deux exemples suffisent pour montrer que quand on suppose 
rintervalle € des valeurs successives de x extrêmement petit par rap- 
port à retendue des valeurs sensibles de ^o:, la somme p se transfor- 
mera en une intégrale divisée par e, toutes les fois que ^x ne sera 
composé que d'un seul terme, ou de plusieurs termes de même 
signe; mais cela naura pas toujours lieu, lorsque cette fonction sera 
composée de deux parties, de signes contraires. Ainsi, dans le cas de 

X X 

^jc=re « — c'e •', 
c, c\ a, flt\ étant des constantes positives, on aura 

-/ ^arax = — — — , ^=:c — c\ 

et quoique - et — soient de très grands nombres, il suffira que les 

coefficiens c et d soient,. à très peu près, en raison inverse de ces 
nombres, pour que la valeur de ^ soit comparable et même très su- 

perieure à celle de - j pxdx, et, conséquemment , pour que la 

série (2) ne puisse plus se réduire à son premier terme. Si la fonc- 
tion px s'évanouissait avec x, et qu'on eût, par exemple, 

^xssi\ce • — c'e^^/x, 
il en résulterait 

' ■ . • 1" 
et ce serait alors le troisième terme dé là série (a) qui devi^oMlrait 

36 
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ecmp9tnh\e ob svpmrar am premieri lorsque les ooefteiens r et c' se- 
raient a très peu près en raison inverse des carrés de - et — . 

On peut aussi remarquer que si le second ou un autre , ternie de 
la série (2) devient comparable ou supérieur au premier, pour une 
certaine fonction ^jr, composée de-deur partie$.de signes contraires, 
la même chose n'aura pas lieu à l'égard d'une autre fonction qui aurait 
un facteur a: de plus que ^x, c'est«à*dîre à Fëgarà de im fonelkNi 
agpxf^ Je M{ipo6e, par exemple, que les ooefficiens^c; et ç! soieiit en 

raiâùn inversé de - et —, et je prends successivement 






b étant un coefficient qui pourra être ausÂ grand qu'on voudra. 
Dans le premier cas, la série (3) se réduira sensiblement à sou se- 
cond terme; mais, en même ten^ps, dans le second cas, aucun de 
ses termes ne sera comparable au premier. Je conclus de là, con- 
formément à ce qui a été dit dans le n* i3, que quamd la somme 
des valeurs d'une fonction de la nature de ^x n'est pas réductible 
à une intégrale définie, îl n'est point à craindre que la somme des 
valeurs de ^«r tombe en même temps dans ce cas d'exception. 

On parviendrait aux mêmes conséquences, au fnoyea de la for- 
mulei (1)1 en prenant pour exemples des fimctions c^uuposées d'expo- 
nentielles, dont les exposans renferment le carré de la variable. 



§ m. Équations générales de MéqÊtUAre des guides. 

(i34)- Si l'on trace dans l'intérieur d'un fluide une surface qui le 
divise en deux partitt, la presion rapportée à l'unité de surface, de 
l'une des deux parties sur l'autre , en chaque point M de leur sur&ce 
deiyéparatioiii sera lu rëtel^nfte de «rois fonM reelangalaire^ N, 
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Ty T^ ; la piMaiè» noroMle et <diftgée de éAo^ ea dédftnft dtt.k.pav-' 
tie qtti éfrattre la preasion, et 1» deux autm .langentieile^. D'aqpaèa 
ce qu'on a Vu dan le n* ttS^ les ^valeurs de oes trais toiDposaDtss s»^ 
i*ontd»lB foiiiie': 

en désignant ^lar p une quantité indépendante 4^ la oourbore <le 
la surface et de la direction de .son plan tai^ç nt en M,, par Y ^^^ 
quantité relative k cette courbure^ qui s'ivanouit quand la aiiffaçe 
est un plan, par or et j^ les coordonnées du point M paralièlss kum 
directions de T et T', et par q une certaine intégrale àéBade^ d^mX 
la wleur dépendra de la matière «t de la densité d;u floide au 
point M. La quantité p est une somme quadruple joon réduCtiUii 
à une intégrale, et dont la valeur se déduira, dans chaque cas, d^s 
forces données qui agissent sur le fluide« Dans le cas d'un liquida 
homogène et soumis à des forces qi^elconques, la quantité q pouma 
être regardée, ainsi que la densité, comme .s^gibloment constant^, 
ce qui fera évanouir les forces tangentielles T «et T\ S'il s'^t d'Ku 
fluide aériforme d'une matièire homqgèniK, et so^uuis, pfir ei(ey(np1e»>À 
l'action de la |]^santeur, sa densité , et par suite la quantité q, ne varier 
ront sensiblement que pour des points tpès éloignés l'un de l'^aulirei de 
sorte qu'on pourra eococe r^arder les forces T et T^ ^mme iiuUes* 
Dans ces deux cas, la pression sur un. pl^ m^ué par le jpoÎAt JM 
se iréduit dcoac k la f^Arce normale /?„ laquelle est indépendante de 
la direction du plan» et la même, coa tous sens, autour du .point SL 
C'est en cela que consiste le principe de Fégalité de .preâsion , iOfut 
Ypù en^pruute de l'experjence et iiont on &it ovdinairetnietit la dnae 
de lHydrosfiatique j mais il *est évidmi q^i^il n!a lieu que dana ks 
fluides homogènes 9 -et aeu)en^ent lorsqu'on «égUge la ^nnatîon de 
la densité ou de ri.ntervall<e ^moyeq des molécules^. produite purles 
forces qui .agissent en tous leurs points , pour n'avoir ^ganl iqu'atix 
pressions extérieures. Ainsi limité,, 6e principe est une conaéqvenoe 
immédiate de la propriété qu'ont les fluides de se contracter égale- 
ment en tous sens autour jde chaque points, au de former cons* 
tamment un système^ molécules semblable à lui-même; et, ré- 

56.. 
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ciproquement^ cette propriété des fluides pourrait se conclure inmie- 
diat^ment de ce principe, coDsidéFë comme une donnée de Texpé- 
rience. En effet, on démontre directement et sans difficulté que, 
selon que la contraction est la même ou qu'elle varie dans différentes 
directions autour d'un point M, la pression est aussi constante ou 
variable y relativement aux différens plans menés par ce point. Il 
en résulte que, d'après l'observation qui termine le n* i5i, ]e prin- 
cipe de l'égalité de pression n'a pas, lieu dans les fluides en mou- 
vement , du moins lorsque leurs molécules sont animées de très 
grandes vitesses; mais, sur ce point, ncrus renverrons au Mémoire 
cité précédemment (n* i3o); et nous ne nous occuperons ici que de 
leur équilibre. 

Les équations de réquilibre d'un fluide quelconque ne dépendent 
que des forces données qui lui sont appliquées, et de la partie p de la 
pression , à cause de la propriété très digne de remarque (n* 78) dont 
jouissent l'autre partie V de la pression normale et les composantes 
tangentielles T et T^ Si ces forces agissent en tous les points de la 
surface d'une portion A du fluide , prise dans l'intérieur de la masse , 
elles se feront équilibre, sans le secours d'aucune autre forcé donnée, 
quelle que soit la forme de A, pourvu seulement que ses dimensions 
sui'passent le rajon d'activité des molécules, et qu'il n'y ait, en au- 
cun point de sa surface , deux ou plusieurs plans tangens comprenant 
un angle de grandeur finie, en sorte que cette surface ne présente 
aucune p<Hnte ou arête vive. 

Cela étant, supposons que les dimensions de A soient insensibles, 
mais plus grandes que le rayon d'activité moléeulaire. Soit M un 
point de A qui sera , par exemple , son centre de gravité , et M' un 
point quelconque de sa surface. Appelons r le rayon vecteur MAT, 
dont la grandeur insensible variera d'une manière quelconque avec 
sa direction; et désignons par x^ y, z, les trois coordonnées ne- 
tangulaires de M, et par or + x', jr +7^i « ■+• ^^ les coordonnées de 
M' rappoiiées aux mêmes axes. Si la quantité p répond au point M, 
et qil'i^le devienne /?' au point M', nous aurons 



/^,+ |«'+4/+*.',. 
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en négligeant les carrés et les produits de x/ ^ y\ z'. Par le point M', 
menons I dans l'intérieur de A, une normale k sa surface, et soient 
fit, f , ^, les angles que sa direction fait avec des parallèles aux axes 
des x^ jTf z^ menées par le même point. En représentant par a» l'élé- 
ment di£féreniiel de cette surface qui répond au point M^, les compo^ 
santés parallèles à ces mêmes axes, de la pression pfoi relative à cet 
élément, seront 

p'cù côs a , p'aiœs 6, pt» cos y. 

Pour avoir les composantes totales de la pression extérieure qui doi- 
vent faire équilibre aux forces donnée^ qui agissent sur A, il faudra 
donc calculer les sommes de ces trois quantités, étendues à la sur- 
face entière de A. 

Or, supposons, pour fixer les idées, que Taxe des z soit ver- 
tical et dirigé en sens contraire de la pesanteur, et que chaque 
verticale ne rencontre qu'en deux points la surface de A*. Circons- 
crivons à cette surface un cylindre vertical, qui la divisera en deux 
parties. L'angle y sera obtus dans la partie supérieure, et aigu dans 
la partie inférieure. Si donc le point AT appartient à la première 
partie , et qu'on désigne par c la projection horizontale de â> , , on 
aura 

cs=: — û> cos y. 

Soit y de plus. M, le point de la partie inférieure situé sur la même 
verticale que M', et répondant^ conséquemment, aux mêmes. coor- 
données horizontales a^ et y' , Représentons par û>, > >i > f^i , ^i , ce 
que deviennent a, y, p, z', relativement à ce point M,. La pro- 
jection horizontale de l'élément ûi, sera la même que celle de œ ; 
on aura donc aussi 

c = 01, cosy^; 

et la somme des composantes verticales de la pression , qui répon- 
dent a ces deux élémens, sera (p, — p')^i quantité qui se réduit à 

^ (z. — z')c, en ayant égard à la valeur de p\ et observant que celle 

de Pi s'en déduit par le changement de iz' en z.. Mais si l'on décom- 
pose le volume entier de A en élémens prismatiques et verticaux ,. 
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et que l'oa refiréaeDte par u ie tahirae du priame termîiié {«r m 
et 4i,9 let |>ar l sa. loi^eur M'M,^ on aaira 

Lâ<qixantité précédente deviendra donc -^ ^u;ttsi Ton dësignc par 

V le volume entier de A , on en conclura — "^ ^9 V^^^^"^ ^ ^MHupa- 
santé totale des pressions verticales et dirigées' <le l>as en haut. On 
trouvera de même — ^ *^ ^* — ^^s pour les composantes totales dei 
pressions extérieures^ suivant les axea des x et des j positives. 

Maintenaiit, soient X , Y^ Z, pbrallèlemcfnt aux axes des ^y y ^ z, 
les forces données et rapportées à l'unité de masse qui répondent au 
point M , et qui sont , par exemple , la pesanteur, l'attraction en rai- 
wn inveiM du carré des distatKes qnî émane des molécules mêmes 
dtt fluiiâey et 4l'a«tres attractions ou répulsions , agissant suivant des 
tois quelcdn<{nes. Soit aufittt p la densité ^n liquide en ce point. En 
négligeafnt les variations de «es quatre quantités dans toute Téten-* 
due^.A> les forces motrices de cette petite portion dwi fluide se- 
ront pvXy pçiVf fpZ; en les oompatoint aux pressions eiléneui«s,<et 
supprimant le facteur commun p^ on en conclura 

pour l'équilibre de A ; ce qui cèincide avec ks équations wmues de 
VHjihwtatiqtie* 
On en déduit 

dp:= p(Xd:r +Yrfr + Z^)^ 

pour l'équation qui servira à déterminer l'inconnue p en fonction des 
coordonnées x, jr, z, du point M. Mais il ne faut pas perdis de vue 
que cette formule ne convient qu'aux points intérieurs du flnide , 
cest-à-dire aux points situés à une distance de sa surface , plus 
grande que le i^yon d'activité moléculaire ; eti isoHb qu^on n*en doit 
pas conclure quoii ait sifl9plei«eqt ,dpssfia>, ^pow ifaquAtii^n de k 
suxface Libre cm soumise À un» fpt^^ssîon, ^xtériemne «Mfilaate.^ d'iu^ 
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Lorsque ce sera, aa contraire, le rapport - qui sera une frac- 
tion peu considérable, on emploiera la formule (s) du n* iio; 
et en faisant 

a + o,a6go = a', 
on en conclura 

J^ = (a,65oo) V/i? e—' (^'^^^^ ; (a) 

le millimètre étant toujours runifë. 

Pour que des hauteurs barométriques, mesurées ayec différens 
baromètres à large cuvette, soient comparables entre elles et puis- 
sent donner la valeur exacte de la pression de l'atmosphère , il y 
faut ajouter les valeurs de J" relatives aux diamètres respectif des 
tubes cylindriques, où le mercure s*élève; et, d après la remarque 
du n"* i2j, il faut, en outre, que ces tubes soient verticaux, ou 
bien, s'ils ne l'étaient pas, il y aurait encore une autre petite cor- 
rection à faire' subir aux hauteurs observées , qui doivent toujours 
répondre au point le plus élevé de la surface convexe du mercure. 
Les formules (i) et (3) suffiront pour déterminer les valeurs de J" , 
dans les deux cas extrêmes, d'un très petit et d'un très grand dia- 
mètre. Dans les autres cas, il faudra recourir k la méthode des qua- 
dratures, pour déduire, de l'équation de la surface du mercure, la 
valeur numérique de J^ relative à une grandeur donnée du diamètre, 
ou, réciproquement, la grandeur du diamètre qui répond à une va- 
leur donnée de «T* C'est de cette manière qu'a été formée la table des 
dépressions du mercure, que Laplace a insérée dans la Connaissance^^ 
des Tems de l'année 181 a, et qui a été calculée par M. Bouvard. 
Elle suppose que la surface du mercure coupe celle du verre sous 
un angle de 4^"" 1 */, et que le mercure s'abaisserait de 94766 milli- 
mètres, dans un tube dont le diamètre serait un dix-millième de mil- 
limètre ; ce qui revient à prendre 

b = 0,7:1897 , a* = 6,5ooo , 

pour les valeurs des constantes que j'ai désignées par b et a*. Il 
serait à désirer que ce calcul fiit répété, en partant des valeurs de 
b et A* que j'ai adoptées, et qui satisfont mieux aux observations 
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(n* xo8)* En attendant^ vpîci la table dont il s*agit, où les dia- 
mètres «t les dépressions sont exprimas en millimètres. 

• ' . . ' ' ' ■ • ( 

Diamètret Deprcniom . 

iniétUnn an tnbe. do mercure. 

3 ••••;•• 4*5599 , 

3 a,go25 

4 V • . • 2,o588 

5 i,5o55 

' ^ 6 1,1482 

7 .; ;...•..-..•. o,88i5 

8 : o,685f 

9 •• ;•••• 0,5554 

10 ..,, o,4^ot 

11 o,35o6 

12 • 0,2602 

i5 0,2047 

14 o,i597 , 

i5 , 0^1945 

16 : ....* 0,0970 

. «7 ••••' o,oj^4 ; 

ï8 : ;... o,o586 , . 

19 é. ••.•...;.. o,q43o . 

20 Oyo552 . 

On peut aussi former, par rexpérience, une table des-^dépres- 
sions du mercure, en comparant, à un même instant, "c^st-à-dire 
sous une même pression atmosphérique, la différence des hauteurs 
du mercure dans un baromètre à siphon, dont les déxrx' branches 
verticales ont le même diamètre, aux hauteurs die ce fluide au-des- 
sus de son ^niveau extérieur, dans différens baromètres à large eu- 
Tette'.Cest, eD elfirt, ]rar Inobservation* que Gharïeci^vendîsh, le. père 
dui célèbre physicienne ce^nbm', a .fortné la t^ble que l'on lii^ont^ 
dBi\^\les ^Trtms^ctions'phihsb^i^r'de'tw^ wyjê. Voiçi^cette 
'ifld)k >dni i pouôef anglais , (^<^ii»ne ranteur Ta « donslée I, , et ^et)^ milli- 
mètres. ^ !.. '"' (; M» 
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«a ponces angtait. 
O^IO . . . . 

o^i5 



d£pkcssto*s 

..•.•0,140 
0,092 



o,ao 0,067 

0,^5 •••••.••. o,o5o 

o,5o o,o36 

0,35 •...•••.,.•.•• 0,0*25 

0,40 0,01 5 

o,5o 0,007 

0,60 o,oo5 



eà i*dKlÉièiMi< 



feBfk1c^aio)És 



2,54 ' • 5,556o 

5,81 2,5568 

5,08 1,7018 

6,55 1,3700 

7^62 , 0,9144 

8,89 1 o,655o 

10,16 o,38io 

12,70 0,1778 

i5,24 0,1270. 



Ces dépressions ëtânt le résultât de Teicpet-ience , celles qui ré- 
pondent aux plus petits et auit plus grands diamètres peuvent ser- 
vir à vérifier les fortnales (i) et (pi). Or, si Ton fkît successivement 

2a =s 2,54, 2ac=3,8i, 

la formule (i) dOûHe 

çTc^ 5,4712, cr= 2,4199; 

les difféi^nces 0^^,0748 et -^ o"">o85 1 , avec Teitpérience , peuvent 
être attribuées, eti gramle partie > aux erreurs dont ce genre d'obser- 
vations est suscepti)^% Soit de même successivemetit 

2a=si5>24, 2ât=^ 12,70, 2a '=3 10,16; 

on auK'a^ d'après la formule (a) «» 

. cTiîî: 0,0945, eTtsï 0,1747, jNi-=o,3t75; 

ce qui ne diffère de Tobservation que de 

o-^^o5îï5, o"%Do5i, o-%o655. 

lia fdrmuk (i) ae tnouvie owbm ooèfifRiée péit imm obâdnpftiwi 
de M. Oay-Lqssac^ qui a trotiW la dépression du mercuM égkh k 
4^,69 y AsLOê «u tube dont le^dUikiètre «tait i^"^goS« En y fiûitlit 
iia&o,9525, la Amiiule(i])«doiiiiiK ^0014,6730) ce. qui ntàUShé^u 
de o"'",02. 
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(i36). rajontmi è ee fotmgnifke h noie soirawle Mr les Bano^ 
mèfref à. swface pâme tm cèncavB^ qui m'a ^lé conmuiricfués par 
M. Dulottg, el ifae. Icapkjsideiift firont avec mtérât. 

ic Dam Casbois^ pvofesatur de Fhy8l<|iie à Metx^^ indiispuL ancien-^ 
»» oemc&t im noyea de constmire dea baromètreg à surface fàm» 
n OQ ménia copoaye^ oa^ ce qui revieiit an même poor la théorie p 
n des appsreilA en forme de siphons coiBpo$és d'une bfafidie capil-»' 
n labe et d'une autre de groa calibre ^ dams lesifuels le mercure se te-» 
n nsit à uns hauteur «gale dans les deux branches , ou même phi» 
n grande dans le tube capillaire que dans l'autre. 

H n chit trouver la cause de ce phénomène dans l'eaBckiaioii phis 
n complète de l'bnmidité^ parce que c'est en faisant bouillir pendant 
>j long*temps le mercure dans les appareils qu'il réussissait à le pro^ 
n duire. Quant a l'explication même qu'il donne de la forme concave 
n de lai rarlace déduite de la privation absolue de toute humîdtté^ 
» elle ne mérite aucune attention. 

» n parait que Laplace et Lavoisier réussirent aussi h. construire 
>i un baromètre à surface plane, et qu'ik partagèrent Topiiiion du 
i» physicien que nom venons de^ citer sur l'origine de. cette particu-«^ 
n laritéy en l'attribuant à la des»coatioo phia parfivite du OMproure et 
» des parois intérsenres du tube. 

»> Lorsque Feh a coostruit^ soi*<^|nèmey des baromèti*es avec les 
>► précautieos usitées pour les purger d'air et d'humidfté, on a peine 
)^ è concevoir qu'il puisse rester dans ces insframens une certaine 
>» qxuœtité d eau ^qu'une plus longue â>ulKtion parviendrait it ex«* 
» pnlfiier; aussi n'iavais-je jamais été satisfait de cette explioatieti , 
)» qui, d'ailleurs, ne se concilierait pas facilement avec la théerie 
» des phénomènes capillaires. Mais c'est en construisant des thermo- 
» mètres à mercure que j'ai été 4xuiduit à reconnaître la véritable 
» cause du phénomène décrit par CasBbis. 

>^ J'avais remarqué que, en réitérant l'ébuUitîon dis mercure pour 
a chasser les dernières buQea de gax , le tube se Inonvait sali in*^ 
)).térieurement au point de ne plus permettre de distîngnér la sur^ 
»^£ace libre de la colonne liquide. A l'aide d'une loupe, on dis- 
a tinguait de petites masses iirrégnfières de mercure adhérentes aux 
» parois intérieures, et, dans quelques endroits, un dépôt d'appa- 
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>i noice cristalline - et rouge&tre. Goimiie le ^mercure < inrail été pu^ 
Hi rifië' avec soin: ayant d'être- ixitrodmt dans l^insfrutûent ; on n^ 
}) pouvait se reudré compte de l'altération qu'il avait réproirvée, 
M.sans adoMttre la formation 'd'une certaine quantité d'oxide-pen* 
>^ dant FébuUiltOD. il est certain , d^ailleurs, quen triiturant du mer-* 
)i curé fàvec son dentoxide, celBirci se dissout en petite quantité 
» '. dans lé liquide , et lui coramtinique 1 appareiice d'uii amalgame. 
» Dans, cet état,' il adhère plus fortement an verre, s'y attache, 
» sans ]e moidller cependant, et, par cette raison, il ne peut plus 
)} être employé comme liquide thermométrique . ou barométrique. 
» On Je ramène k ses propriétés primitives en l'agitant avec de Facide 
» sulfuriqiie concentre ou une dissolution d'acide hydro-sulfurique, 
» qui enlève ou décompose Foxide. Le mercure distillé même n'est 
D pas toujours exempt d'oxide; et, lorsqu'il doit secvir à la construc- 
» tion des thermomètres ou des baromètres, il est utile de le purifier 
» préalablement par l'un des moyens qui viennent d'être indiqués. 
H II parait qiie le mercure tenu pendant quelque temps, en ébulli- 
»: tion dans l'air atmosphérique contient bientôt assez d'oxide pour 
» que ses projH*iétÀ physiques en soient notablement modifiées; et 
» pour prouver que les -modifications que nous venons de signaler 
» sont réellement le résultat de l'oxidafion, il sufiira dé dire que si 
^) l'on prend du mercure complèten^ent privé d'oxide, et si l'on 
» dispose l'appareil, comme je le fais depuis long-temps^ de ma*- 
» nière que la surface libre du métal soit plongée dans une.atmos- 
» phère de. gaz. hydrogène, on peut alors prolonger à volonté l'é- 
» buUition, sans observer la moindre altération dans les propriétés 
» physiques et la manièi^ d'être de ce liquide en contact avec le 
i) verr^» 

>« Celte remarque s applique également à la construction des ther- 
M momètres et à celle des bafbmètres. Si l'on répète avec cette pré- 
>} caution l'expérience de Casboîs, ia surface libre du mercure afiecte 
)> la méiue courbure que dans les baromèt^s ordinaii^es, quelle que 
)} soit, ja durée de l'ébullition. 

j> Dans lesi baromètres d'u a large diamètre, l'anomalie observée 
» par Casbpis est plus difficile à produire, parce que la masse du 
i) ntercure étant plus considérable, une même quantité absolue 
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>i..iibxide produit isnefiSet mpbisiiseiistbW; on-^petit tivfiiiie 'se dis*^ 
^..peaBçr^ dans ce, cas, de faire bouillir Je liquida 'métâlKqae' dans 
>;. u^ gaz qui ne' contienne pas. d*oxigèûe libre. Mais lorsque' les- 
A) tubes n'ont qu'un diaipètre de>5 on 6 millimètres et au-dessous^ 
» il sei'ait . utile d'avoir recours à cyt expédient; car/ autrement, la 
)» cp|[«retlion de la capillarité laisserait une assez grande incerti- 
» tude.. 

» Ainsi,. le résultat obtenu par Casbois tient. tout simplement à 
»..Qe..que le mercure contenant en dissolution une légère propor- 
» tion d'oxide du méfme • métal , est un liquide. qui <HfSère du mer- 
» cure pur dans sa nature et ses propriétés physiques, et dont l'at- 
» traction pour le verre , comute pour ses propres molécules , n'a 
» plus la même intensité. » 



§ V. Expériences sur les mélanges. 

(iSy). Soient 1^ et 1/ deux fractions dont la somme est l'unité. 
Supposons qu^on ait mêlé deux liquides différens dans la propor- 
tion de 1/ et </; désignons par f la densité du mélange, et par h 
la hauteur k laquelle il s'élève dans un tube capillaire d'un rayon 
OL , préalablement mouillé par ce liquide mélangé. D'après la for- 
mule du n® 53 , on aura' 



p (A + ^ a) = «y 4- uuX + i^T\ 



(^) 



en mettant, pour plus d'exactitude, h + ^ au au lieu de h, et 

désignant par /, /, , /', trois coefEciens positifs et ' indépendans de 
i£ et u\ Cette formule est fondée sur la supposition que la perte de 
chaleur qui a lî\eu dans le mélange, quand la température est rè- 
devenue la mêpe* qu'auparavant, n'influe pas sur l'intégrale rela- 
tive aux forces moléculaires , de laquelle dépendent les phénomènes 
de la capillarité; hypothèse qui s'accorde avec le décroîssement de la 
hauteur h, proportionnellement à l'augmentation de densité^, dans 
le cas d'un seul liquide à différentes températures. U est intéressant 
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deYërifiw é cette hypotliiee coiiTieot également «u gm de deux 
lîquideB inébBgëa;^ et, pour cda^ je rais «p^kiaer lu fi>riii«le {a} 
k des mpérieaces qne M. Gaj^Lussac a faUJef, il 7 a déjà kmg- 
temps^^ maïs qui n'avaient pas encore été p<iUiéeir 

Les dettx Ikjoidea sont l'eau %^ Fakobol , ou Teau et Tacide ui-^ 
^qne. Je supposerai que u se rapporte à la proportion de l^wm , et 
m' successivement à celle de Talcohol et de Facide nitrique , et Je 
prendrai pour mûtes la densité de Veau et le millimitre. 

KeUtivemeut awx mélanges de l'eau et de l'akeéiol, que }#< 
dérerai d'abord » Toici les résultais de l'c^Mervation : 



cousi-*^ 



p ;3S l^OOOQ, h ^ 3?|I&| 

P = 0^9779» A = ^5.77; 

p =?= 0,9657, h == ii,5i5 

p =s o,94i5, h =i 10,00; 

p = 0,^9068^ A :çç 9,56;. 

f = 0,87:^6, h 5»p 5if4o; 

p = 0,8196, h = 9*183. 

Dans toutes ces observations, le tube avait i"^,a96 de diamètre, et 
la température a été de 8 à 9 degrés* 

Si l'on fait successivement u=^ i et u'ssso, usso et ufssz i, 

i£ = ^ et 1/ =: - , dans la formule (à) ; que l'on y substitue en même 

temps, poiir f , lest densité relatives k ces trois faropi^rtmi^ d'^au ef^ 
d'alcoholj et qu'on y m^te aussi o,648 au lieu de «, oq en dédiût 

Pour des valeurs queloauques de u et ii', la formule (4^) de vif odi^a 4»i^ 
p (^ + i *) = (25,57») «^ + (7.595) m[ + {la^^y- 



u 55= 


I* 


U'SSSO, p 


U =s 


i 


"' = §' p 


tt = 


a 
3' 


, I 

«' = 3, p 


tt = 


1 


«'=^ p 


U zsz 


I 

3' 


«'=5=5, ^ 


U = 


1 

S» 


y=^J» f 


U =32 


0, 


«' = 1 , p 
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J'en fais maintenant l'application à celles des exftéri^aoe^ pvécé^ 
dentés qui n'ont pas servi à en déterminer les coefficiens ; et eu àé^ 
signant , pour chacnn^ d'^les^ par e Texcès de fai hauteur c^Aculée 
sur la hauteur observée » je trouve . 

ttrî=|, l/=^g, A irîî 16^604, e :i± -f 51,858} 






Or , les gMtideuts dé ces valeurs de e tnontrent qtie l'hypothèse sur 
laquelle la formule (a) est fondée, ne convient pas aux mélanges de 
l'ea« et de Talcohol ; ce qui est d'autant plus BÎngoliery qu'elle con* 
vient parfaitement, comme on va le voir, aux mélanges deTeau et de 
Tacide nitrique, et qu'il y a eu, dan ces deux cas, perto dé chaleur 
^t CMîoenlr&tion» 

Par rapport aux mébngcs d'eau ^ d'adde aitriqiie, «n â , d'après 
IVxpérianœ, 



U S=L if i/sss o, 
4 ^ « 



u 



u 



V "' 



-,' " 



= 1,0000^ il = a2ij68; 
=â i,o8gi f h câ :xofiix ; 

= 1,1474, h = 19,17; 

= I^2l5l, h C:» 17,66; 

cas 1^11751, A ?s ïïQfi&i 

= ijSôgi, h = i4f08i 

ledîàmètM idu tube alattt l'^^iS, et ht tccàipéraluve ro k ta «degrés. 
Je délèrmine, oonmtie dans ia cas précédent^ les ^aleura de f et jT'^ 
au laaoyM deia premièfle et de k ikmiàre obaarvàtion , ettellé de/,, 
^'«prèalattoyeMM des quatne o ha e r v atioM iuflerttëdfiair^ ) Itî»'^ 



u = o,^ 



g, tt' 



I 
3^ 



2 

3' 
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mule (^) derient 

en l'appliquant acluellement k ces quatre observations, et désignant 
toujours par e l'excès de chaque hauteur calculée sur la hauteur 
observée , on trouve 

M = |, "' «' == g ,' A = 20,495 , e = — 0,024 5 

u s= I , - w- s= i , A = 19, 166 ^ e =r — 0,004 ; 

« + ;> «' = î * * = i7>677 f « = H- 0,017 j 
1^ ss g, w's=j, ib s= i6,56i , e s=e; -f-.o,Of I ; . 

résultat qui présente un accord très remarquable eatre la formule è!t 
l'expérience. 

En. comparant les densités des mélanges, on peut remarquer '^e 
ceux de l'eau et de Talcohol éprouvent, à peu près, la ménle ccmdeh- 
ii^tion, qi>e wuxrde l'acide et de l'eau. Ainei, la moymKte des densités 
1,0000 et 0,8196 de l'eau et de lalcohol, étant 0,9098, rla^debaité du 
mélange par parties égales est 0,941 5, ou plus grande de 0.0317 ; et, 
de même, la moyenne dès' densités de l'eau et de l'acide' le plus con- 
centré est 1,^845, qiiantité qui est surpassée d^ . o,oSo6 par la den- 
sité i,2i5i du mélange moyen. 



§ VI. Phénomène de rEndasmose. 

r 

(i38). On doit à Mi Dutrochet Ir df^couverre d'un phénohiène très 
important, auquel il a donné le nom d'endosmose. Ce phénomène 
consiste en ce que si deux liquides différens sont sépares par une 
membrane -^ . l'un? des deux traverse cette cloison >et va ' se ^ mêler À 
r^mtre^ dontJd Jiiy^u s'élèvetgradudlemént Jusqu'à une ^hadteilr 
roqeîd^pable. ,M^ SlutncHâiel lai.recbnAu Iqùe lfehdoBfpoèe>Ipeat:<Miccwe 
^;^ypift lieu Joï^w )la:ickHMB/meiid>mneufe neét MmpltfcéeiipiTfpéiv 
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laines matières inorganiques^ telles qu'une lame mince d'ardoise^ 
par exemple. U s'est assuré que ce phénomène n'est jamais accom- 
pagne de signes d'éleclricité que le gals^anomètre puisse rendre sen- 
sibles. En l'attribuant à l'action capillaire, qui parait être sa Teri- 
table cause , voici comment on en peut rendre raison d'une manière 
générale. 

Appelons A et A' les deux liquides. Soit 00' un canal yide et 
d'un très petit diamètre^ qui traverse l'épaisseur entière de la cloi- 
son ; étant l'extrémité ^i répond à A , et 0' à A'. Si les deux 
liquides ne sont pas de nature à s'élevev , en vertu de l'action ca- < 
pillaire, dans un tube pareil à ce canal, ils ne pénétreront pas 
dans l'intérieur de 00'; ils deviendront convexes aux deux extré- 
mités et 0'; et ils y seront arrêtés, quelle que soit l'iliclinaisou 
de ia membrane , comme le mercure à la surface latérale d'un ba- 
romètre portatif, où l'on a pratiqué une très petite ouverture. Dans 
ce cas, l'endosmose n'aura pas lieu. Si, au .contraire , les deux li- 
quides sont susceptibles de mouiller la membrane, ou de nature 
a s'élever dans un tube de la même matière que ce corps, ils pé- 
nétreront dans l'intérieur du canal 00'. Us y seront d'abord l'un 
et l'autre concaves ; mais quand ils se seront joints, ils auront une 
surface* commune, de sorte que l'un d'eux demeurera plus ou moins 
concave, et l'autre deviendra convexe. Or, le mouvement conti- 
nuera de A vers A', ou de A' vers A, selon que ce sera A ou A' 
qui restera concave ; et , dans le premier cas , par exemple f A 
finira par traverser la membrane entière , et viendra se mêler 
à A'. 

Pour déterminer , autant qu'il sera possible , lequel de ces deux 
cas aura lieu, menons^ près du contour de la surface commune 
aux deux liquides, deux normales en -dehors de A, l'une à cette 
surface , et l'autre à celle du canal 00'. Soit 9 l'angle compris 
entre ces deux droites , lequel sera obtus ou aigu , selon que A 
sera concave ou convexe. Supposons que les* constantes H et F du 
n"" 49 répondent au liquide A, et désignons par H' et F' ce que 
ces quantités deviennent relativement au liquide A'. Puisque , par 
hypothèse, les deux liquides s'élèvent dans un tube de la mêitie 
nature que 00', les quantités F et F seront négatives; je les rem- 
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pkC0mi par ^-r E et ^*^ E'^ et ea débigaant ptr G uat atttR con»4- 
tante positive et dépendants de la matière das deax liq^idos^ mnn 
aaroDs» d'après k n* 69^ 

E'— E=Gcos^; 

équation qui fait voir que cos (p sera négatif ou positif^ et qtie, pw 
conséquent) le liquide Â sera concave ou convexe » aelon que £ Aéra 
plus grand ou plus petit que £', Si donc^ pour fixer las îdéts> on 
suppose E> E'^ ce sera le liquide A qui trtyeraSFa le catuil 0(y et 
viendra se mêler à A\ Cela posé » quand E et £' tont respective-*^ 
ment moindres que H et H^^ les poids des deux liquides qui s'élè^- 
vent dans un ménie tube^ de la même nature que 0(/> sont ent^e 
eux comAe fi et E' (n* 49)* ^ liquide Ap e.<;t donc alois le plus ns^ 
eendant ; mais si chacune des quantités E et E' surpasse la q\iaAtité 
correspondante H ou H'^ les poids élevés dans oe même tube sont 
les mêmes que si Ton iivait seulement EsasH et E'«stli': ils sont 
entre eux comme H et H'. Or^ la différence E*^E' étant positive^ 
la ditférenœ H — H' peut être positive ou négative ; par consé'* 
quant) le liquide A u'esl plus nécessairement celui des deux qui 
a le plus de tendance à s'élever par l'action capillaire. Ainsi, lorsque 
les deux liquides > avant leur jonction , coupent sous uti angle 
aigu la surface du canal 00^, c'est-- à «* dire quand on a E < H 
et E' ^ W, c'est toujours le plus ascendant qui l'emporte et qui 
chasse l'autre liquide après leur jonction ; mais ce peut être le 
moins ascendant^ quand ils sont , avant de se joindre, tous les deux 
tapgens à la surface de 00'; ce qui est le cas de E> H et E'> H'. 
Lorsqu'une partie de A se sera m^ée k k', les quantités E' et 
G chaa^ront. Je désigner» parE^ et G,, ce qu'elles deviennent re- 
lativement à ce mélange en contact avec le liquide A qui remplira 
le canal 00%* et ai Ton représente^ en même temps^ par 9. ce que 
devient ran|;le (p, on aura 

E, — E = G, cos 9. , 

à l'extréoûté 0' du caoal 00\ Dans œt état^ le filet 00' du li-^ 
quîde A pourra supporter , à ses deux bout! et 0\ une diffé^ 
i-encç de pression pr^portionoelle à la différence ^ --^ fi^et en 
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rbîiOa inverse. du dkaMtn do cdnal Où'^ et, Wùséxfû^rûfnem , le 
niveau du mélange de A et A' pourra s'éktisr M^iéfe^uè du ui^ 
yeau de A^ dune q^Minlîté tspii sera ^mm en raî^^on disette de 
£i^^E^ inveroe du diamètre de 00', et inv^rae di»6 détisitl^s dé ce 
mélange et de A. 

Maintenant, si la membrane efet traiverfiëè par Uh nombre ex- 
trêmement grand de caAaax tek tpie 00% OD étendra à tôtis ces 
canaux ce qu'on vient d'appliquer k l'un d^èHx ]f tH lé liqtiide A 
pénétrera par toutes celles de ces ouvertures qui satisfont à la con- 
dition E > E\ Quoique la matière de la membrane soit homo- 
gène, il ne sera cependant point impossible qu'à raison de la dis- 
position différente de ses molécules le long de ces dîfférens canaux, 
ou pour toute autre cause, la condition contraire E<;E' ait lieu 
(lu moins pour une petite partie de ces ouvertures; alors il y aura- 
simultanément , à travers cette membrane-, un transport principal 
du liquide A dans A', et un autre transport beaucoup moindre, 
de A' dans A , ainsi que l'expérience parait l'indiquer. D'après ce 
qu'on vient de dire , la différence de niveau , des deux côtés de 
la membrane, sera, toutes choses d'ailleurs égales, en raison in- 
verse des diamètres des ouvertures qu'elle présente ; en sorte que 
l'intensité du phénomène diminuera de plus .en plus et pourra de- 
venir insensible ; à mesure que le tissu de la membrane sera de 
plus en plus relâché. La condition principale et essentielle du phé- 
nomène est la différence des deux liquides ; il ne se produira ja- 
mais entre deux liquides de même nature, ou entre deux liquides 
qui jouiraient exactement des mêmes propriétés sous le rapport de 
l'action capillaire. Pour que la cloison qui sépare les deux liquides ne 
soit pas impropre à l'endosmose , il faudra que , d'après sa contex- 
ture, elle soit traversée par des canaux très étroits^ allant d'une 
face à l'autre ; circonstance qui se rencontre plus communément 
dans les membranes organiques. Mais, d'un autre côté, les liquides 
éprouveront le long de ces canaux un frottement très considérable 
à cause de la petitesse de leurs diamètnps; cette force pouiTa ba- 
lancer l'action capillaire, et empêcher les deux liquides de péné- 
trer assez avant pour se joindre et prendre une surface commune , 
qui change en convexité la concavité de l'un d'eux; et, pour cette 
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raison , la trop grande épaisseur de la cloison peut être un obstacle 
à la production de l'endosmose. 

Je n'insisterai pas. davantage sur aes considérations générales , qni 
prouvent, ce me semble ^ que les diverses drconstanoes du phéno*- 
mène de Fendosmose , observées par M. Dutrochet , ne sont point 
incon^Mitibles avec la théorie de l'action capillaire » et qu'il n'est pas 
nécessaire de recourir à des forces d'une autre nature ^ pour en trouer 
ver une explication satis&isante. • 
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